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_____________________________________________________________________________ 

Получены дифференциальные уравнения равновесия геометрически и физически 

нелинейной идеально упругопластической сплошной среды, находящейся в условиях 

осесимметричного деформирования, при аппроксимации диаграмм объемного и 

сдвигового деформирования квадратичными функциями.  

______________________________________________________________________ 

 

Введение. Строительные материалы и изделия из них проявляют как 

упругие при малых уровнях внешних нагрузок, так и пластические свойства, если 

внешние воздействия значительны. Следствием пластических свойств материалов 

и изделий является не только появление в них остаточных деформаций при 

снятии внешнего воздействия, но и значительные перемещения в процессе 

активного нагружения – геометрическая нелинейность.  

Теория идеальной пластичности Прандтля является одной из наиболее 

важных и значимых теорий, описывающих деформирование конструкций с 

учетом пластических свойств материала. 

Мы будем рассматривать материал, механические свойства которого с 

учетом геометрической нелинейности характеризуются тем, что зависимость 

между первыми инвариантами обобщенных тензоров напряжений и нелинейных 

деформаций, и зависимость между вторыми инвариантами девиаторов 

обобщенных напряжений и нелинейных деформаций описывается некоторыми 

нелинейными функциями, причем на диаграмме сдвиговых деформаций 

наблюдается участок, близкий к площадке текучести [1, 2]. 

Задачи расчета конструкций с учетом пластических деформаций, по сути, 

являются задачами, в которых напряженно-деформированное состояние 

определяется с учетом реальных свойств материалов, а потому интерес к ним не 

только не ослабевает, но и существенно растет, учитывая возможности с 

использованием современных информационных технологий решать задачи с 

учетом геометрической нелинейности. В последние годы многие работы 

отечественных ученых посвящены вопросам прочностного и деформационного 

расчета неупругих тел, находящихся в условиях осесимметричной задачи                        

[3, 4, 5, 11, 12]. Изучению влияния неоднородности структуры конструкционных 
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материалов на их деформационные, пластические и прочностные свойства 

посвящены работы многих зарубежных авторов [6, 7, 8, 9, 10]. Эти материалы 

обладают значительной объемной сжимаемостью при пластическом 

деформировании, упрочнением, эффектом дилатансии, взаимосвязью процессов 

сдвигового и объемного деформирования. В статье [13] приведены результаты 

численного решения задачи об определении напряженно-деформированного 

состояния ортотропного цилиндра с использованием вариационного условия 

равновесного протекания процесса деформирования с учетом конечных 

деформаций. В работах [14, 15] моделируется напряженно-деформированное 

состояние неупругой сплошной среды в условиях осесимметричной деформации. 

Сплошная среда принимается изотропной, трансверсально изотропной, с 

упруговязкопластическими свойствами. В работе [16] затрагиваются вопросы 

выбора математических моделей при статических и сейсмических расчетах 

напряженно-деформированного состояния грунтовых плотин с использованием 

программно-математического обеспечения персональных компьютеров. Для 

моделирования грунтовых, нелинейно-деформируемых массивов программными  

комплексами используются различные варианты моделей, основанных на 

гиперболической зависимости между напряжениями и деформациями [17, 18, 19]. 

В работе [20] на базе модели жесткопластического тела, условия пластичности 

Мизеса и соотношений теории пластического течения рассмотрена задача 

пластического деформирования защемленных по контуру круглых пластинок под 

действием локальной осесимметричной нагрузки с учетом больших прогибов. 

  

 
а                                                                                       б 

 

Рис. 1: а – диаграмма  а – ε;  б – диаграмма T − Г.  

Пунктирные толстые линии – исходные кривые объемного и сдвигового 

деформирования; сплошные толстые линии – аппроксимирующие отрезки парабол  

 

В данной работе строятся дифференциальные уравнения равновесия в 

перемещениях для идеально упругопластической в отношении сдвиговых 

деформаций и нелинейной в отношении объемных деформаций сплошной среды, 

находящейся в условиях осесимметричного деформирования                 

𝑢𝑟 =  𝑢(𝑟),    𝑢φ = 0,  𝑢𝑧 = 0, при аппроксимации замыкающих уравнений 

произвольного вида квадратичными функциями для геометрически нелинейной 
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модели сплошной среды (рис. 1). Построение дифференциальных уравнений 

равновесия в перемещениях для идеально упругопластической в отношении 

сдвиговых деформаций и нелинейной в отношении объемных деформаций 

сплошной среды, находящейся в условиях осесимметричного деформирования: 

𝑢𝑟 =  𝑢(𝑟),          𝑢φ = 0,  𝑢𝑧 = 0, при аппроксимации замыкающих уравнений 

произвольного вида билинейными функциями [21] как для геометрически 

линейной, так и для геометрически нелинейной модели сплошной среды 

выполнено в работе [22]. 

Построение физических уравнений для геометрически нелинейной 

модели. Замыкающие уравнения для геометрически нелинейной модели 

сплошной среды [2] описываются соотношениями, устанавливающими в самом 

общем случае перекрестные зависимости между первыми инвариантами тензоров 

и вторыми инвариантами девиаторов обобщенных напряжений и нелинейных 

деформаций: 

𝐾∗ = 𝐾∗(ε∗, Г∗), 𝐺∗ = 𝐺∗(ε∗, Г∗),                                 (1) 

где σ∗  первый инвариант тензора обобщенных напряжений; ε∗  первый 

инвариант тензора нелинейных деформаций; T∗  интенсивность обобщенных 

касательных напряжений; Г∗  интенсивность нелинейных деформаций сдвига. 

Аппроксимируя зависимости (1) двумя квадратичными функциями каждую, 

нетрудно получить секущие модули объемного расширения (сжатия) 𝐾∗ =
𝐾∗(ε∗, Г∗) и сдвига 𝐺∗ = 𝐺∗(ε∗, Г∗) на первом и втором криволинейных участках 

диаграмм σ∗ − ε∗ и T∗ − Г∗, аналогичных соотношениям (1) – (4) – см. часть 1 

статьи. При этом все величины следует записывать со звездочками: 

𝐾∗𝐼(ε∗) =
1

3
𝐾0

∗ + 𝐾01
∗ ε∗;   𝐺∗𝐼(Г∗) = 𝐺0

∗ + 𝐺01
∗ Г∗,                  (2) 

где 𝐾01
∗ =

σ1
∗ −𝐾0

∗ε1
∗

3ε1
∗2 ;    𝐺01

∗ =
T1

∗ −𝐺0
∗Г1

∗

Г1
∗2 .                                                                              (3) 

На втором криволинейном участке диаграмм σ∗ − ε∗ и T∗ − Г∗ секущий 

модуль объемного расширения (сжатия) 𝐾∗ = 𝐾∗(ε∗, Г∗) и секущий модуль сдвига 

𝐺∗ = 𝐺∗(ε∗, Г∗) будут вычисляться по формулам: 

𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) = 𝑎1
∗ε∗ + 𝑏1

∗ +
𝑐1

∗

ε∗;   𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) =
T1

∗

Г∗ ,                      (4) 

где 𝑎1
∗ =

(σ2
∗ −σ1

∗ )−𝐾1(ε2
∗ −ε1

∗ )

3(ε2
∗ −ε1

∗ )2
;   𝑏1

∗ =
1

3
[𝐾1

∗ − 2
(𝜎2−𝜎1)−𝐾1(ε2

∗ −ε1
∗ )

(ε2
∗ −ε1

∗ )2
ε1

∗]; 

𝑐1
∗ =

1

3
[σ1

∗ − 𝐾1
∗ε1

∗ −
(𝜎2−𝜎1)−𝐾1(ε2

∗ −ε1
∗ )

(ε2
∗ −ε1

∗ )2 ε1
∗2].                            (5) 

Таким образом, 𝐾0
∗  геометрически нелинейный аналог начального модуля 

объемного расширения (сжатия); 𝐺0
∗  геометрически нелинейный аналог 

начального модуля сдвига; 𝐾1
∗  геометрически нелинейный аналог начального 

модуля упрочнения при объемном расширении (сжатии); 𝐺1
∗ =  0  

геометрически нелинейный аналог начального модуля упрочнения при сдвиге; 

σ1
∗ ,  ε1

∗   координаты конечной точки первого участка (координаты начальной 

точки второго участка) на диаграмме σ∗ −  ε∗;  T1
∗,  Г1

∗   координаты конечной 

точки первого участка (координаты начальной точки второго участка) на 

диаграмме T∗ − Г∗; σ2
∗ ,  ε2

∗   координаты конечной точки второго участка на 

диаграмме σ∗ − ε∗; T2
∗  =  T1

∗,  Г2
∗   координаты конечной точки второго участка 

на диаграмме T∗ − Г∗. 

Физические соотношения для геометрически нелинейной модели сплошной 

среды для случая осесимметричного деформирования будут записываться в 
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форме, аналогичной соотношениям (10), (12), (14), (18) части 1 статьи (если у всех 

величин, входящих в эти формулы проставить звездочки). 

Случай 1:   σ𝑟𝑟
∗ = 𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗) ;  

σ𝜑𝜑
∗ = 𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗) ;                                 (6) 

σ𝑧𝑧
∗ = [𝐾∗𝐼(ε∗) −

2

3
𝐺∗𝐼(Г∗)] ε∗.  

Случай 2:    σ𝑟𝑟
∗ = 𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗); 

σ𝜑𝜑
∗ = 𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗);                              (7) 

σ𝑧𝑧
∗ = [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) −

2

3
𝐺∗𝐼(Г∗)] ε∗.  

Случай 3:    σ𝑟𝑟
∗ = 𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗); 

σ𝜑𝜑
∗ = 𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗);                             (8) 

σ𝑧𝑧
∗ = [𝐾∗𝐼(ε∗) −

2

3
𝐺∗𝐼𝐼(Г∗)] ε∗.  

Случай 4:     σ𝑟𝑟
∗ = 𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗); 

σ𝜑𝜑
∗ = 𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗);                         (9) 

σ𝑧𝑧
∗ = [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) −

2

3
𝐺∗𝐼𝐼(Г∗)] ε∗.  

Случай 5:     
𝑑σ∗𝐼(ε∗)

𝑑ε∗ |
ε∗=ε1

∗
= 𝐾1

∗,  
𝑑T∗𝐼(Г∗)

𝑑Г∗ |
Г∗=Г1

∗
≠ 𝐺1

∗, то есть точка излома 

графика на квадратичной диаграмме σ∗ − ε∗ отсутствует. При этом, если               

0 ≤ Г∗ ≤ Г1
∗ , то физические уравнения осесимметричного деформирования будут 

иметь вид (6); если Г∗ ≥ Г1
∗ , то физические уравнения осесимметричного 

деформирования будут иметь вид (8). 

Построение дифференциальных уравнений для геометрически 

нелинейной модели. Дифференциальное уравнение равновесия для 

геометрически нелинейной модели сплошной среды для случая 

осесимметричного деформирования имеет вид [4]: 
𝜕

𝜕𝑟
[(1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) σ𝑟𝑟

∗ ] +
1

𝑟
[(1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) σ𝑟𝑟

∗ − (1 +
𝑢

𝑟
) σφφ

∗ ] + 𝐹𝑟
∗ = 0.               (10) 

При осесимметричном деформировании сплошной среды, описываемой 

геометрически нелинейной моделью 

 ε∗ = ε𝑟𝑟
∗ + εφφ

∗  и Г∗ =
2

√3
√ε𝑟𝑟

∗2 − ε𝑟𝑟
∗ εφφ

∗ + εφφ
∗2 ,  

причем ε𝑟𝑟
∗ =

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

;   εφφ
∗ =

𝑢

𝑟
+

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

.  

Следовательно, 
𝜕ε∗

𝜕𝑟
=

𝜕ε𝑟𝑟
∗

𝜕𝑟
+

𝜕εφφ
∗

𝜕𝑟
= (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
); 

 
𝜕Г∗

𝜕𝑟
=

2

3Г∗ (2ε𝑟𝑟
∗ − εφφ

∗ )
𝜕ε𝑟𝑟

∗

𝜕𝑟
+

2

3Г∗ (2εφφ
∗ − ε𝑟𝑟

∗ )
𝜕εφφ

∗

𝜕𝑟
=  

=
2

3Г∗ [2
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

−
𝑢

𝑟
−

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

] (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+  

+
2

3Г∗ [2
𝑢

𝑟
+ (

𝑢

𝑟
)

2

−
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

]
1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
).  

Подставляя физические уравнения в дифференциальное уравнение 

равновесия осесимметричного деформирования сплошной среды при учете 
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геометрической нелинейности (10), получим четыре вида разрешающих 

уравнений в перемещениях, имеющих одну и ту же структуру: 

𝐴∗ 𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 + 𝐵∗ + 𝐷𝐹𝑟 = 0,                                                 (11) 

где  𝐷 = (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) (1 +

𝑢

𝑟
). 

Коэффициенты A*  и  B*  в уравнении (11) зависят от вида физических 

уравнений.  

Геометрически нелинейный аналог соотношений (21) части 1 статьи имеет 

вид: 

𝐴∗ = 𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2
[𝐾∗𝐼(ε∗) +  

+𝐾01
∗ ε∗ +

4

3
𝐺∗𝐼(Г∗)] + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2 4𝐺01
∗

3Г∗ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) ×  

× [2
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

−
𝑢

𝑟
−

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

];                                                                 (12) 

𝐵∗ = (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼(ε∗) + 𝐾01

∗ ε∗ −
2

3
𝐺∗𝐼(Г∗)]

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +  

+ (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

4𝐺01
∗

3Г∗𝑟
(ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗) [2

𝑢

𝑟
+ (

𝑢

𝑟
)

2

−
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

] ×  

× (1 +
𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

1

𝑟
(1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ×  

× (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗)] −

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) [𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗)].  

Геометрически нелинейный аналог соотношений (22) части 1 статьи 

записывается в следующей форме: 

𝐴∗ = 𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2
[𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) +  

+ (𝑎1
∗ −

𝑐1
∗

ε∗2) ε∗ +
4

3
𝐺∗𝐼(Г∗)] + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2 4𝐺01
∗

3Г∗ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) ×  

× [2
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

−
𝑢

𝑟
−

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

];                                                                 (13) 

𝐵∗ = (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) + (𝑎1

∗ −
𝑐1

∗

ε∗2) ε∗ −
2

3
𝐺∗𝐼(Г∗)]

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) ×  

× (
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

4𝐺01
∗

3Г∗𝑟
(ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗) [2

𝑢

𝑟
+ (

𝑢

𝑟
)

2

−
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−  

−
1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

] (1 +
𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

1

𝑟
(1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) × 

× (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗)] −

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗)]. 

Геометрически нелинейный аналог соотношений (23) части 1 статьи имеет 

вид: 

𝐴∗ = 𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2
[𝐾∗𝐼(ε∗) +  

+𝐾01
∗ ε∗ +

4

3
𝐺∗𝐼𝐼(Г∗)] − (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2 4T1
∗

3Г∗3 (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) ×  

× [2
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

−
𝑢

𝑟
−

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

];                                                                     (14) 

𝐵∗ = (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼(ε∗) + 𝐾01

∗ ε∗ −
2

3
𝐺∗𝐼𝐼(Г∗)]

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) −  

− (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

4T1
∗

3Г∗3𝑟
(ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗) [2

𝑢

𝑟
+ (

𝑢

𝑟
)

2

−
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

] (1 +
𝑢

𝑟
) ×  
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× (
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

1

𝑟
(1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗)] −  

−
1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) [𝐾∗𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ

∗ −
1

3
ε∗)].  

Геометрически нелинейный аналог соотношений (24) части 1 статьи 

получает вид: 

𝐴∗ = 𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) + (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2
[𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) +  

+ (𝑎1
∗ −

𝑐1
∗

ε∗2) ε∗ +
4

3
𝐺∗𝐼𝐼(Г∗)] − (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2 4T1
∗

3Г∗3 (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗) ×  

× [2
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

−
𝑢

𝑟
−

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

];                                                                      (15) 

𝐵∗ = (1 +
𝜕𝑢

𝜕𝑟
) [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) + (𝑎1

∗ −
𝑐1

∗

ε∗2) ε∗ −
2

3
𝐺∗𝐼𝐼(Г∗)]

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) ×  

× (
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) − (1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

4T1
∗

3Г∗3𝑟
(ε𝑟𝑟

∗ −
1

3
ε∗) [2

𝑢

𝑟
+ (

𝑢

𝑟
)

2

−
𝜕𝑢

𝜕𝑟
−  

−
1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

] (1 +
𝑢

𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

1

𝑟
(1 +

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) ×  

× [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (ε𝑟𝑟
∗ −

1

3
ε∗)] −

1

𝑟
(1 +

𝑢

𝑟
) × 

× [𝐾∗𝐼𝐼(ε∗) ⋅ ε∗ + 2𝐺∗𝐼𝐼(Г∗) ⋅ (εφφ
∗ −

1

3
ε∗)].   

В уравнениях (12)–(15) 

Г∗ =
2

√3
√ε𝑟𝑟

∗2 − ε𝑟𝑟
∗ εφφ

∗ + εφφ
∗2 =  

=
2

√3
√[

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

]
2

− [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

] [
𝑢

𝑟
+

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

] + [
𝑢

𝑟
+

1

2
(

𝑢

𝑟
)

2

]
2

 . 

Таким образом, дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях, 

описывающие напряженно-деформированное состояние идеально 

упругопластической в отношении сдвиговых деформаций и нелинейно-упругой в 

отношении объемных деформаций сплошной среды, находящейся в условиях 

осесимметричного деформирования, при биквадратичной аппроксимации 

замыкающих уравнений с учетом геометрически нелинейности, построены. 

Заключение. Построенные в статье дифференциальные уравнения 

равновесия в перемещениях могут найти применение при определении 

напряженно-деформированного состояния идеально упругопластической в 

отношении сдвиговых деформаций и нелинейно-упругой в отношении объемных 

деформаций сплошных сред, находящихся в условиях осесимметричного 

деформирования, замыкающие уравнения физических соотношений, для которых 

описываются квадратичными функциями.  
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In Part 2 of the article, the differential equations of equilibrium of a geometrically and 

physically nonlinear ideally elastoplastic continuous medium under conditions of axisymmetric 

deformation are obtained by approximation of volumetric and shear deformation diagrams by 

quadratic functions. 
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