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_____________________________________________________________________________ 

В статье представлены результаты исследования влияния релаксации тепловых и 

диффузионных потоков, происходящей в материале балки, на дисперсионные 

характеристики распространяющихся по ней изгибных волн. Получены аналитические 

выражения для частоты волны, фазовой и групповой скоростей. Показано, что фазовая 

и групповая скорости могут иметь противоположные знаки («эффект обратной 

волны»). Приведен расчетный пример для случая, когда материал балки является 

двухкомпонентной средой из дюралюминия. 

_____________________________________________________________________________ 

 

Введение 

В настоящее время существует много моделей, обобщающих классическую 

модель термомеханодиффузии. В публикациях [1, 2] исследуется модель 

нестационарных термомеханодиффузионных колебаний балки, основанная на 

гипотезах Бернулли-Эйлера, и предлагается метод решения, основанный на 

использовании преобразования Лапласа и разложения в ряды Фурье. Напомним, 

что в классической теории Я. Бернулли и Л. Эйлера предполагается, что:                     

1) поперечные сечения балки, плоские и перпендикулярные оси балки до 

деформации, во время изгиба остаются плоскими и перпендикулярными ее 

деформированной оси; 2) нормальные напряжения на площадках, параллельных 

оси, пренебрежимо малы, т. е. продольные сечения сопротивляются изгибу 

независимо, не оказывая друг на друга влияния; 3) инерцией вращения элемента 

балки при изгибе пренебрегается [3, 4]. 

Данная работа посвящена исследованию дисперсионных свойств балки 

Бернулли-Эйлера с учетом релаксации тепловых и диффузионных потоков. 

1. Постановка задачи и метод решения 

Рассматривается задача о распространении изгибных волн в балке 

Бернулли-Эйлера с учетом тепломассопереноса [1, 2, 5, 6]. Балка считается 

бесконечной и выполненной из однородного материала [1]. 

Сформулированная задача описывается системой дифференциальных 

уравнений [1]: 
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В (1) введены обозначения:

 

)τ,(xV  – поперечное перемещение балки; 

)τ,(Θ x  – температура; )τ,(xH  – масса; 

3
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Λτντα M,,D,,,,,,b   – безразмерные величины. Описание 

безразмерных величин представлено в Приложении А. 

Для исследования дисперсионных свойств системы (1) представим искомые 

функции ),x(H),,x(),,x(V ττΘτ  в комплексной форме гармонических волн [7]: 

 
)ω(

0

)ω(

0

)ω(

0
,ΘΘ, kxikxikxi eHHeeVV −−− ===  (2) 

 

Подставляя соотношения (2) в (1), получим систему алгебраических 

уравнений: 
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Приравнивая к нулю детерминант системы (3) (Приложение Б), получаем 

дисперсионное уравнение: 
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Подробное решение уравнения (5) представлено в Приложении В. Отсюда 

частота будет представлена в виде: 
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(6) 

 

Из (6) видно, что частота является комплексной 
"' i+= , где 

)Re(' =  – действительная часть частоты, )Im(" =  – мнимая часть 

частоты. Аналитический вид действительной и мнимой частей частоты, а также 

принятые в (6) обозначения, представлены в Приложении Г. 

Качественный вид дисперсионных зависимостей приведен на рис. 1, 2: 

 

 
 

Рис. 1. Зависимость действительной части частоты от волнового числа 
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Рис. 2. Зависимость мнимой части частоты от волнового числа 

 

Аналитический вид фазовых и групповых скоростей [8] представлен в 

Приложении Д. 

На рис. 3 представлена зависимость фазовой скорости от волнового числа: 

 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость фазовой скорости от волнового числа 
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На рис. 4 представлена зависимость групповой скорости от волнового числа: 

 
а 

 

 

 
б 

 

Рис. 4. Зависимость групповой скорости от волнового числа 

 

 

Обратим внимание, что на рис. 3 и 4 представлены противоположные 

направления фазовой и групповой скоростей в балке. Такая ситуация называется 

«эффектом обратной волны» и описывается в статьях [9, 10] и книге [8]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

57 



 
 

 

Строительные конструкции, строительная механика и гидротехническое строительство 

 

 

 Приволжский научный журнал, 2026, № 2 
 

2. Пример 

Если при построении графиков взять за основу дюралюминий 2024 [1, 11], 

безразмерные величины будут равны: 
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Качественный вид дисперсионных зависимостей приведен на рис. 5–8: 

 
Рис. 5. Зависимость действительной части частоты от волнового числа 
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Рис. 6. Зависимость фазовой скорости от волнового числа 

 

 

 

 
 

Рис. 7. Зависимость групповой скорости от волнового числа 
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Рис. 8. Зависимость мнимой части частоты от волнового числа 

 

Заключение 

Проведенное исследование показало, что учет тепловых и диффузионных 

потоков в материале балки приводит к затуханию диспергирующей изгибной 

волны, зависящему от длины волны. Кроме того, выбранная модель позволяет 

описать «эффект обратной волны» [10], при котором, несмотря на то, что фазовая 

скорость направлена в положительном направлении оси х, энергия в такой волне 

переносится в отрицательном направлении. 

Работа выполнена в рамках государственного задания ИПФ РАН на 

проведение фундаментальных научных исследований на 2024–2026 гг.                    

(FFUF -2024-0031, № НИОКТР 1023032800130-3-2.3.2). 
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_____________________________________________________________________________ 

This article presents the results of a study examining the influence of thermal and 

diffusion flux relaxation in a beam material on the dispersion characteristics of flexural waves 

propagating within it. Analytical expressions are derived for the wave frequency, phase 

velocity, and group velocity. It is shown that the phase and group velocities can have opposite 

signs (the "backward wave effect"). A calculation example is provided for a beam material 

consisting of a two-component medium made of duralumin. 

_____________________________________________________________________________ 
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ПРИЛОЖЕНИЯ К СТАТЬЕ  

В. И. ЕРОФЕЕВА, Н. И. МОЛОДУШНОЙ, Е. А. НИКИТИНОЙ  

«ДИСПЕРСИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ИЗГИБНЫХ ВОЛН  

В БАЛКЕ БЕРНУЛЛИ-ЭЙЛЕРА С УЧЕТОМ РЕЛАКСАЦИИ ТЕПЛОВЫХ 

И ДИФФУЗИОННЫХ ПОТОКОВ» 

 

Приложение А – безразмерные величины 
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Здесь T0 – начальная температура среды; b1
∗  – температурный коэффициент, 

характеризующий деформации за счет нагрева; 
*1

1
D  – коэффициент диффузии;    

  – плотность; 
0
c  – удельная теплоемкость; C  – скорость волны растяжения-

сжатия в упругой среде; l  – длина балки; 
1111
C  – компоненты тензора упругих 

постоянных; 
*1

1
α  – коэффициент, характеризующий объемное изменение среды за 

счет диффузии; 
T
 и 

1  – времена релаксации тепловых и диффузионных потоков; 
1

0
n  – начальная концентрация q-го вещества; 

1  – коэффициент активности;               
*

1
  – компонента тензора теплопроводности; 

1m  – полярная масса q-го вещества; 

R – газовая постоянная. 

 

Приложение Б – решение системы (3) 

Для решения применяем метод Саррюса. Детерминант системы (3): 
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Приложение В – решение уравнения (5) 

Для решения уравнения (5) применена формула Кордано: 
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Приложение Г – Комплексная частота (6) 

Действительная и мнимая части частоты системы (6) представлены в виде: 
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Приложение Д – фазовые и групповые скорости 

Фазовые скорости имеют вид: 
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Групповые скорости имеют вид: 
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