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_____________________________________________________________________________ 

Рассматривается динамика балки, материал которой подчиняется закону 

деформирования среды Фойхта–Кельвина. Распространение изгибной волны в такой 

балке описывается уравнением Бернулли–Эйлера, дополненным слагаемым, 

характеризующим вязкость материала. Решение уравнения отыскивается в виде 

бегущей гармонической волны. От исходного дифференциального уравнения в частных 

производных осуществляется переход к алгебраическому комплексному дисперсионному 

уравнению, связывающему частоту и волновое число, позволяющему вычислить фазовую 

и групповую скорости волны, определить закономерности ее распространения и 

затухания. 

_____________________________________________________________________________ 

 

Введение 

Изгибные волны, распространяющиеся в стержнях и стержневых системах, 

играют важную роль в формировании вибрационных полей строительных 

конструкций [1], транспортных объектов наземного [2-3], воздушного [4] и 

подводного [5] применения, а также энергетических комплексов [6]. 

Модельное описание волновых процессов, учитывающее их дисперсионные 

и диссипативные зависимости, будет способствовать как развитию эффективных 

методов виброзащиты объектов, так и развитию методов формирования 

направленного излучения стержневых элементов конструкций. 

1. Математическая модель и дисперсионное уравнение 

Рассмотрим бесконечную балку (модель Бернулли–Эйлера), совершающую 

изгибные колебания. Предполагаем, что балка изготовлена из реологического 

материала Фойхта–Кельвина [7-8], представляющего собой систему из 

параллельно расположенных элементов – упругого (пружины с модулем Юнга E) 

и вязкого (демпфера с коэффициентом вязкости 𝜈1) (рис. 1). 
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Рис. 1. Реологическая модель Фойхта–Кельвина, описывающая деформирование 

вязкоупругого материала 

 

Полное напряжение этого материала равно сумме напряжений в вязком и 

упругом элементах, испытывающих одинаковые деформации. Срединную линию 

балки принимаем нерастяжимой, что возможно при относительно малых 

амплитудах изгибных колебаний [7]. 

Балку можно считать бесконечной, если на ее границах находятся 

оптимальные демпфирующие устройства, т.е. параметры граничного закрепления 

таковы, что падающие на него возмущения не будут отражаться. В работе [9] на 

основе точных решений модельных задач для упругих систем обосновано 

существование согласованных концевых гасителей различных видов колебаний, 

не дающих отраженных возмущений в системе. Это позволяет рассматривать 

модель балки без учета граничных условий, а вибрации, распространяющиеся по 

ней, – как бегущие изгибные волны. 

Уравнение динамики изучаемой системы имеет вид: 

 

 ρF 
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
 + E𝐼𝑦

𝜕4𝑈

 𝜕 𝑥4
 + E𝐼𝑦𝜈1

𝜕5𝑈 

𝜕 𝑥4𝜕𝑡
 = 0. 

(1) 

 

 

Здесь U(x,t) – поперечное перемещение срединной линии балки, ρ – 

плотность материала, F – площадь поперечного сечения, 𝐼𝑦 – осевой момент 

инерции сечения. 

В безразмерных переменных 𝑧 = 𝑥 √
 ρ𝐹

𝐸𝐼𝑦𝑡0
2

4
; τ =

𝑡

𝑡0
 уравнение (1) запишется в 

виде: 

 
𝜕2𝑊

𝜕 τ2
 + 

𝜕4𝑊

 𝜕 ƶ4
 + а 

𝜕5𝑊 

𝜕 ƶ4𝜕τ
 = 0, 

(2) 

 

где 𝑊 =
𝑈

𝑈𝑜
 , τ =

𝑡

𝑡0
 , 𝑧 =

𝑥

𝑥0
, 𝑈𝑜 – величина перемещения, начиная с которой 

возникает необходимость учета растяжимости срединной линии балки, 𝑡0 – 

масштаб времени, 𝑥0  – масштаб координаты, 𝑎 =  
𝜈1

𝑡0
 – безразмерный 

коэффициент внутреннего трения. 

Решение уравнения (2) будем искать в виде бегущей гармонической волны: 

 𝑊 = 𝐴𝑒𝑖(𝛺𝜏−𝐾𝑧) + 𝐴∗𝑒−𝑖(Ωτ−𝐾𝑧). 
(3) 
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Здесь 𝐴 = 𝐴0𝑒
𝑖𝜑 – комплексная амплитуда волны, 𝐴0 – действительная 

амплитуда,  Ωτ − 𝐾𝑧 = 𝛷(𝑧, τ) – фаза волны, Ω =
2π

𝑇
 – частота волны, Т – период 

волны, 𝐾 =
2π

Λ
 – волновое число, Λ – длина волны, 𝐴∗ – величина, комплексно-

сопряженная 𝐴. 

Согласно (2) и (3) частота и волновое число изгибной волны, 

распространяющейся в вязкоупругой балке, связаны соотношением: 

 −Ω2 + 𝐾4  +  𝑖𝐾4Ω𝑎 = 0. (4) 

При анализе дисперсионных уравнений, содержащих комплексные 

коэффициенты, часто выделяются две задачи [10]: 

1) частота считается действительной величиной, а волновое число – 

комплексной величиной (так принято при решении краевых задач); 

2) волновое число считается действительной величиной, а частота – 

комплексной величиной (так принято при решении задачи Коши). 

2. Анализ дисперсионных зависимостей при решении задач Коши 

При решении второй задачи, подставляя Ω = Ω1+iΩ2 в уравнение (4), 

получим алгебраическое уравнение с комплексными коэффициентами, выделяя 

действительную и мнимую части которого, придем к системе двух 

алгебраических уравнений: 

 {
− Ω1

2  +  Ω2
2  +  𝐾4  −  𝑎Ω2𝐾

4 = 0; 

𝑎Ω1𝐾
4  −  2 Ω1Ω2  =  0.

 (5) 

Второе уравнение системы (5) можно представить в виде: 

 Ω1(𝑎𝐾
4  −  2Ω2)  =  0. (6) 

Уравнение (6) допускает два различных случая. 

Случай 1. Действительная часть частоты не равна нулю тождественно, т.е. 

Ω1 ≠ 0.  Тогда система уравнений (5) позволяет определить зависимость 

действительной части частоты от волнового числа (закон дисперсии) (рис. 2): 

 Ω1 = ±𝐾2√ 1 − 
𝑎 

4

2

𝐾4   (7) 

и мнимую часть частоты (затухание) (рис. 3): 

 Ω2 = 
𝑎 

2
 𝐾4. (8) 

 
Рис. 2. Зависимости действительной части частоты от волнового числа при варьировании 

параметра 𝑎 
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Из рис. 2 видно, что при 𝑎 = 0 Ω1 = ±𝐾
2, т.е. зависимость (7) совпадает с 

классическим законом дисперсии незатухающей изгибной волны, описываемым 

моделью балки Бернулли–Эйлера. Действительные значения частоты имеются 

при любом значении волнового числа, изменяющегося от нуля до бесконечности. 

При 𝑎 > 0 зависимости действительных частот от волновых чисел приобретают 

экстремальный характер. Сначала при увеличении волнового числа 

действительная частота достигает своего максимума, а затем уменьшается до 

нуля. При  |𝐾| ≥ √
2

  𝑎
 появляется «зона непропускания» бегущих изгибных волн. 

Размер зоны определяется параметром 𝑎, при увеличении которого «зона 

непропускания» увеличивается, а область существования действительных 

значений частоты |𝐾| < √
2

   𝑎
 уменьшается, уменьшается и максимальное 

значение действительной частоты. 
 

 
 

Рис. 3. Зависимости мнимой части частоты от волнового числа K при варьировании 

параметра 𝑎 

 

Из рис. 3 видно, что интенсивность затухания изгибной волны определяется 

двумя параметрами: она линейно возрастает с увеличением 𝑎  (т.е. коэффициента 

вязкости материала, из которого изготовлена балка) и пропорциональна   𝐾4. При 

𝑎 = 0 мнимая часть частоты отсутствует, и бегущая изгибная волна является 

незатухающей. 

Соотношение (7) позволяет вычислить фазовую (рис. 4): 

 𝑉ф = ± 𝐾√  1 − 
𝑎 

4

2

𝐾4     (9) 

и групповую (рис. 5): 

 𝑉гр = ±  
𝐾(2−𝑎2𝐾4)

√  1 − 
𝑎2

4
𝐾4  

  (10) 

скорости волны. 
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Рис. 4. Зависимости фазовой скорости от волнового числа при варьировании параметра 𝑎 

 

 
 

Рис. 5. Зависимости групповой скорости от волнового числа при варьировании параметра 

постели 𝑎 

 

Из рис. 4 и 5 видно, что при 𝑎 = 0 как фазовая, так и групповая скорости 

имеют линейную зависимость от волнового числа, причем, групповая скорость 

всегда в два раза превосходит фазовую. «Зоны непропускания» бегущей изгибной 

волны в этом случае отсутствуют, они появляются при 𝑎 > 0. По графикам можно 

определить, что «зоны непропускания» возникают при |𝐾| > √
2

  𝑎
.                            

При |𝐾| = √
2

  𝑎
 фазовая скорость равна нулю. Групповая скорость равна нулю 

при |𝐾| = √
2

  𝑎2

4
 и после перехода этой точки меняет свое направление на отрезке 
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√
2

  𝑎2

4
< |𝐾| < √

2

   𝑎
 . В точке 𝐾 = √

2

  𝑎
 (в которой фазовая скорость равна нулю) 

групповая скорость асимптотически стремится к «минус бесконечности». 

Графики, приведенные на рис. 4 и 5, так же, как и графики, приведенные на рис. 

2, подтверждают, что бегущие изгибные волны существуют в области волновых 

чисел |𝐾| ≤ √
2

   𝑎
 . Чем больше значение параметра a, тем меньше максимальное 

K, при котором такие волны могут существовать. 

Сравнивая между собой значения фазовой и групповой скоростей, получим 

соотношение: 

 

 𝑉ф

𝑉гр
= 

𝐾√  1− 
𝑎2

4
𝐾4  ∗√  1− 

𝑎2

4
𝐾4  

𝐾(2−𝑎2𝐾4)
=

 1− 
𝑎2

4
𝐾4

2−𝑎2𝐾4
 , 

(11) 

 

 

из которого следует, что нормальная дисперсия (𝑉ф > 𝑉гр) достигается при 

выполнении условия |𝐾| > √
4

3𝑎2

4
 , аномальная дисперсия (𝑉ф < 𝑉гр) достигается 

только при выполнении условия |𝐾| < √
4

3𝑎2

4
 , дисперсия отсутствует при                          

|𝐾| = √
4

3𝑎2

4
 . 

На рис. 6 приведена зависимость модуля волнового числа  |𝐾| от 

коэффициента вязкости материала, из которого изготовлена балка (𝑎), а на                 

рис. 7 – зависимость модуля длины волны |𝛬| = 2π√
3𝑎2

4

4
 от того же параметра. 

 

 
 

 
Рис. 6. Зависимость модуля волнового числа от параметра 𝑎 для анализа характера 

дисперсии изгибной волны 
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Рис. 7. Зависимость модуля длины волны от параметра 𝑎 для анализа характера 

дисперсии изгибной волны 

 

Ниже кривой |𝐾|(𝑎), приведенной на рис. 6, находится область аномальной 

дисперсии изгибной волны, выше кривой – область нормальной дисперсии. 

Ниже кривой |𝛬|(𝑎), приведенной на рис. 7, находится область нормальной 

дисперсии изгибной волны, выше кривой – область аномальной дисперсии. 

Вернемся к уравнению (6). Рассмотрим Случай 2. Действительная часть 

частоты тождественно равна нулю, т.е. Ω1 ≡ 0.  Тогда система уравнений (5) 

покажет, что мнимая часть частоты будет определяться из соотношения: Ω2 ≈ 
𝑎 

2
 

𝐾4 ±
𝑎 

2
 𝐾4, из которого следует, что Ω2 = 0 (возмущения в исследуемой балке 

отсутствуют), либо Ω2 ≈  𝑎 𝐾4 (возмущения затухают по закону (8), но с 

удвоенным коэффициентом пропорциональности). 

Выводы 

В результате проведенного исследования показано, что, если изгибные 

волны, распространяющиеся в упругой балке, обладают аномальной дисперсией 

(т.е. их групповая скорость превышает фазовую скорость во всем диапазоне длин 

волн), то для изгибных волн, распространяющихся в вязкоупругой (по модели 

Фойхта–Кельвина) балке, такая закономерность наблюдается не всегда. Характер 

дисперсии может измениться с аномального на нормальный (т.е. когда фазовая 

скорость волн превышает их групповую скорость) в зависимости от длины волны 

и величины коэффициента внутреннего трения в материале. 

Работа выполнена в рамках государственного задания на проведение 

фундаментальных научных исследований на 2024–2026 гг. (FFUF-2024-0031,                

№ НИОКТР 1023032800130-3-2.3.2). 
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_____________________________________________________________________________ 

The dynamics of a beam whose material obeys the Voigt–Kelvin law of medium 

deformation is considered. The propagation of a bending wave in such a beam is described by 

the Bernoulli–Euler equation supplemented by a term characterizing the viscosity of the 

material. The solution to the equation is sought in the form of a traveling harmonic wave. From 

the initial partial differential equation, a transition is made to an algebraic complex dispersion 

equation that relates the frequency and wave number, allowing one to calculate the phase and 

group velocities of the wave, and determine the patterns of its propagation and attenuation. 
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