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_____________________________________________________________________________ 

В статье рассматривается внецентренное сжатие массивного многослойного 

неоднородного упругого стержня с поперечным сечением, симметричным относительно 

одной из главных центральных осей инерции сечения. 

_____________________________________________________________________________ 

 

Введение. Многослойные неоднородные упругие стержни, стойки и 

колонны, в силу особенностей распределения нормальных напряжений по ширине 

поперечного сечения, обладают некоторыми преимуществами перед 

однослойными конструкциями, в частности, позволяют экономить материал при 

одинаковой несущей способности [1]. Например, среднюю часть поперечного 

сечения колонны вполне можно изготовить из более слабого и дешевого 

материала, поскольку максимальные нормальные напряжения возникают в 

крайних (фибровых) волокнах поперечного сечения при ее изгибе. 

Вопросам расчета внецентренно сжатых многослойных неоднородных 

упругих стержней посвящены многие исследования отечественных и зарубежных 

авторов. В статье [2] рассмотрена работа двухслойной железобетонной панели с 

комбинированным армированием при внецентренном сжатии. При этом 

внутренний слой выполнен из легкого, а внешний слой – из тяжелого бетона. 

Построена область прочности для различных гибкостей и процентов 

армирования. В статье [3] исследована работа внецентренно сжатой 

предварительно напряженной трубобетонной стойки с учетом нелинейной работы 

бетона. Установлено, что предварительно напряженная стойка обладает большей 

несущей способностью по сравнению с традиционной. В работе [4] рассмотрена 

методика расчета коротких бетонных элементов при внецентренном сжатии с 

большими эксцентриситетами. Показано, что несущая способность коротких 

железобетонных элементов, рассчитанная по предложенной методике, оказалась 

на 20-25%, а поперечная жесткость на 30-35% больше по сравнению с 

определенной по нормативной методике. В статье [5] предлагается общий метод 

расчета прочности и деформативности косо сжатых железобетонных колонн, 

усиленных железобетонной обоймой. В работе [6] рассматриваются особенности 

расчета и усиления железобетонных колонн композитными материалами, в 

частности, сетками. 

В данной работе рассматриваются вопросы расчета и оценки несущей 

способности неоднородного многослойного упругого массивного стержня, 

находящегося в условиях внецентренного сжатия с поперечным сечением, 
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1-й слой 

2-й слой 
(n  ̶  1) - й слой 

n  ̶  й слой 

𝐹 

𝑥𝐹  

0 𝑋 

𝑌 

𝑌෨  

𝑋෨ 

Центр тяжести 

𝑌𝑁 

симметричным относительно одной из главных центральных осей инерции 

сечения. 

Теоретические основы. Рассмотрим упругий многослойный стержень, 

находящийся в условиях внецентренного сжатия. Стержень состоит из 𝑛 − слоев 

одинаковой длины, но различающихся как своими геометрическими размерами и 

формой, так и механическими характеристиками материалов. Слои стержня 

параллельны плоскости 𝑍0𝑌; ширину слоев обозначим ℎ𝑖, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛. Слои 

стержня не проскальзывают одно относительно другого; справедлива гипотеза 

плоских сечений, как при осевом растяжении-сжатии, так и при изгибе. На 

стержень действует сжимающая внецентренно приложенная сила 𝐹, след которой 

пересекает ось 0𝑋. 

Поперечное сечение стержня (рис. 1) симметрично относительно оси 0𝑋, 

являющейся одной из главных центральных осей инерции поперечного сечения. 

 

Рис. 1. Поперечное сечение стержня 

 

Для определения положения другой главной центральной оси (оси 0Y), 

найдем центр тяжести поперечного сечения. 

Для неоднородной плоской фигуры единичной толщины, расположенной 

перпендикулярно к оси 𝑍෨, направленной к центру земли, центр тяжести в 

некоторой вспомогательной системе координат 𝑋෨, 𝑌෨  определяется формулами [7]: 

𝑥𝑐 =
∫ 𝑥∙𝛾𝑠(𝑥,𝑦)∙𝑑𝐴𝐴

∫ 𝛾𝑠(𝑥,𝑦)∙𝑑𝐴𝐴

;   𝑦𝑐 =
∫ 𝑦∙𝛾𝑠(𝑥,𝑦)∙𝑑𝐴𝐴

∫ 𝛾𝑠(𝑥,𝑦)∙𝑑𝐴𝐴

.                                     (1) 

 

Здесь γs(𝑥, 𝑦) − вес единицы площади плоской фигуры; 

∫ 𝛾𝑠(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑑𝐴𝐴
− вес всей плоской фигуры. 

 

В нашем случае yc = 0, 

𝑥𝑐 =
∫ 𝑥∙𝛾1∙𝑑𝐴𝐴1

+∫ 𝑥∙𝛾2∙𝑑𝐴𝐴2
+⋯+∫ 𝑥∙𝛾𝑛∙𝑑𝐴𝐴𝑛

∫ 𝛾1∙𝑑𝐴𝐴1
+∫ 𝛾2∙𝑑𝐴𝐴2

+⋯+∫ 𝛾𝑛∙𝑑𝐴𝐴𝑛

=
𝛾1𝑆1𝑦+𝛾2𝑆2𝑦+⋯+𝛾𝑛𝑆𝑛𝑦

𝛾1𝐴1+𝛾2𝐴2+⋯+𝛾𝑛𝐴𝑛
.                  (2) 

Здесь 𝑆1�̃�, 𝑆2�̃�, . . ., 𝑆𝑛�̃� − статические моменты площадей поперечных 

сечений слоев стержня относительно вспомогательной оси 𝑌෨ ; 
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γ1, γ2, … , γ𝑛 − объемные веса материалов слоев стержня; 

𝐴1, 𝐴2, . . ., 𝐴𝑛 − площади поперечных сечений слоев стержня. 

Полное нормальное напряжение в каждой точке поперечного сечения будет 

складываться из нормального напряжения σ𝑧
𝑁, обусловленного действием 

продольной силы 𝑁 = 𝐹 и нормального напряжения σ𝑧
𝑀, обусловленного 

действием изгибающего момента 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹 , где 𝑥𝐹 − это расстояние от внешней 

сжимающей силы F до точки приложения продольной силы 𝑁. 

Воспользовавшись результатами работы [8], запишем величину продольной 

силы в каждом слое рассматриваемого стержня: 
 

𝑁1 =
𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

; 

𝑁2 =
𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

𝐸2𝐴2

𝐸1𝐴1
; 

𝑁3 =
𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

𝐸3𝐴3

𝐸1𝐴1
;…;                                               (3) 

𝑁𝑛 =
𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

𝐸𝑛𝐴𝑛

𝐸1𝐴1
. 

 

Следовательно, нормальные напряжения σ𝑧
𝑁 в каждом слое 

рассматриваемого стержня будут определяться соотношениями: 
 

𝜎1𝑧
𝑁 =

𝑁1

𝐴1
=

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...+
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

1

𝐴1
; 

𝜎2𝑧
𝑁 =

𝑁2

𝐴2
=

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...+
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

𝐸2

𝐸1𝐴1
; 

𝜎3𝑧
𝑁 =

𝑁3

𝐴3
=

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...+
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

𝐸3

𝐸1𝐴1
;…;                                   (4) 

𝜎𝑛𝑧
𝑁 =

𝑁𝑛

𝐴𝑛
=

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+...+
𝐸𝑛𝐴𝑛
𝐸1𝐴1

𝐸𝑛

𝐸1𝐴1
. 

 

В работах [8] и [9] показано, что точка приложения равнодействующей 

внутренних продольных сил в каждом слое неоднородного упругого стержня не 

совпадает, вообще говоря, с центром тяжести неоднородного поперечного 

сечения стержня. В силу этого, действующую на стержень сжимающую силу 𝐹 

приведем не к центру тяжести неоднородного поперечного сечения, а к точке 

приложения равнодействующей внутренних продольных сил в каждом слое, 

координаты которой в нашем случае определяются соотношениями: 

𝑦𝑁 = 0; 

𝜎1𝑧 ⋅ 𝑆1𝑦𝑁 + 𝜎2𝑧 ⋅ 𝑆2𝑦𝑁+. . . +𝜎𝑛𝑧 ⋅ 𝑆𝑛𝑦𝑁
= 0.                           (5) 

Здесь 𝑆𝑖𝑦𝑁 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − статические моменты площадей поперечных 

сечений каждого слоя стержня, вычисленные относительно оси 𝑌𝑁, проходящей 

через точку приложения равнодействующей внутренних продольных сил в 

каждом слое. 

𝑆1𝑦𝑁 = 𝐴1 ⋅ 𝑥𝑁
(1)

;  𝑆2𝑦𝑁 = 𝐴2 ⋅ 𝑥𝑁
(2)

;  …;  𝑆𝑛𝑦𝑁 = 𝐴𝑛 ⋅ 𝑥𝑁
(𝑛)

.                       (6) 

Рассматривая геометрию поперечного сечения неоднородного стержня, 

можно найти соотношение между координатами 𝑥𝑁
(1), 𝑥𝑁

(2), … , 𝑥𝑁
(𝑛)

 и, тем самым, 

определить положение оси 𝑌𝑁 [9]. 
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После приведения внешней сжимающей силы 𝐹 к точке приложения 

равнодействующей внутренних продольных сил в каждом слое, рассматриваемый 

стержень будет находиться в условиях осевого сжатия от продольной силы 𝑁 = 𝐹 

и изгиба от изгибающего момента 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹 . Здесь 𝑥𝐹 − расстояние от силы F 

до оси 𝑌𝑁. 

Нормальные напряжения σ𝑧
𝑀 в поперечных сечениях каждого слоя 

рассматриваемого стержня от действия изгибающего момента 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹 будут 

определяться зависимостями (рис. 2): 

𝜎1𝑧
𝑀 = 𝐸1

𝑥1

𝜌
;  𝜎2𝑧

𝑀 = 𝐸2
𝑥2

𝜌
;  …;  𝜎𝑛𝑧

𝑀 = 𝐸𝑛
𝑥𝑛

𝜌
.                            (7) 

Здесь 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚 − это координаты точек поперечного сечения стержня в 

каждой неоднородности стержня, отсчитываемые от нейтральной линии – оси 𝑌𝑀, 

обусловленной только действием изгибающего момента 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹 . 

Положение нейтральной линии, обусловленной действием только 

изгибающего момента (оси 𝑌𝑀), можно найти из условия равенства нулю 

продольной силы при действии только изгибающего момента: 

 

 
 
Рис. 2. Эпюра напряжений σ𝑧

𝑀 

𝐹 

0 𝑋 

𝑌𝑀 

𝑥0 

ℎ𝑛 

𝑥𝑛−1 

𝑥𝑛 

𝑥2 

𝑥1 

ℎ1 ℎ2 ℎ𝑛−1 

𝜎𝑧
𝑀 

𝑌 

0 

𝐹 

Ц.т. 𝑌𝑁 

𝑥𝐹  
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𝑁 = ∫ 𝜎1𝑧
𝑀𝑑𝐴

𝐴1
+ ∫ 𝜎2𝑧

𝑀𝑑𝐴
𝐴2

+⋯− ∫ 𝜎𝑛−1
𝑀 𝑑𝐴

𝐴𝑛−1
− ∫ 𝜎𝑛

𝑀𝑑𝐴
𝐴𝑛

=  

=
𝐸1

𝜌
𝑆1𝑦𝑀 +

𝐸2

𝜌
𝑆2𝑦𝑀 +⋯−

𝐸𝑛−1

𝜌
𝑆(𝑛−1)𝑦𝑀 −

𝐸𝑛

𝜌
𝑆𝑛𝑦𝑀 = 0. 

То есть 

𝐸1𝑆1𝑦𝑀 + 𝐸2𝑆2𝑦𝑀 +⋯− 𝐸𝑛−1𝑆(𝑛−1)𝑦𝑀 − 𝐸𝑛𝑆𝑛𝑦𝑀 = 0.                            (8) 

 

Здесь 𝑆1𝑦𝑀 , 𝑆2𝑦𝑀 , … , 𝑆𝑛𝑦𝑀 − статические моменты площадей поперечных 

сечений каждого слоя относительно нейтральной оси 𝑌𝑀. 
 

𝑆1𝑦𝑀 = 𝐴1 ⋅ 𝑥𝑀
(1)

;  𝑆2𝑦𝑀 = 𝐴2 ⋅ 𝑥𝑀
(2)

;  …;  𝑆𝑛𝑦𝑀 = 𝐴𝑛 ⋅ 𝑥𝑀
(𝑛)

.                      (9) 

 

Рассматривая геометрию поперечного сечения неоднородного стержня, 

можно найти соотношение между отрезками 𝑥𝑀
(1), 𝑥𝑀

(2), … , 𝑥𝑀
(𝑛)

 и, тем самым, 

определить положение оси 𝑌𝑀. 

Из соотношения (8) определяем положение нейтральной линии 𝑌𝑀 только от 

действия изгибающего момента 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹 , без учета нормальных напряжений 

от действия сжимающей силы 𝑁 = 𝐹. 

Величина внутреннего изгибающего момента относительно нейтральной оси 

(оси 𝑌𝑀) определяется соотношением: 

𝑀𝑦 = ∫ 𝜎1
𝑀𝑥1𝑑𝐴

𝐴1

+ ∫ 𝜎2
𝑀𝑥2𝑑𝐴

𝐴2

+ ∫ 𝜎𝑛−1
𝑀 𝑥𝑛−1𝑑𝐴

𝐴𝑛−1
𝑀

+ ∫ 𝜎𝑛
𝑀𝑥𝑛𝑑𝐴

𝐴𝑛
𝑀

= 

=
𝐸1

𝜌
𝐼1𝑦𝑀 +

𝐸2

𝜌
𝐼2𝑦𝑀 +⋯+

𝐸𝑛−1

𝜌
𝐼(𝑛−1)𝑦𝑀 +

𝐸𝑛

𝜌
𝐼𝑛𝑦𝑀.                                  (10) 

 

Здесь 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹  – изгибающий момент от действия внешней силы F; 

𝐼𝑖𝑦𝑀 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 – осевые моменты инерции поперечных сечений каждого 

слоя относительно нейтральной оси YM. 

Из соотношения (10) определяем кривизну изогнутой оси внецентренно 

сжатого многослойного стержня: 
1

𝜌
=

𝑀𝑦

𝐸𝐼
.                                                           (11) 

здесь  𝐸𝐼 = 𝐸1𝐼1𝑦𝑀 + 𝐸2𝐼2𝑦𝑀 +⋯+ 𝐸𝑛−1𝐼(𝑛−1)𝑦𝑀 + 𝐸𝑛𝐼𝑛𝑦𝑀.                            (12) 

Исключая с помощью формулы (11) кривизну из соотношений (7), найдем 

нормальные напряжения σ𝑧
𝑀 в поперечных сечениях каждого слоя 

рассматриваемого стержня от действия только изгибающего момента: 

𝜎1𝑧
𝑀 = 𝐸1

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥1;  𝜎2𝑧

𝑀 = 𝐸2
𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥2;  …;  𝜎𝑛𝑧

𝑀 = 𝐸𝑛
𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥𝑛.                             (13) 

Складывая нормальные напряжения σ𝑧
𝑁 и σ𝑧

𝑀 в каждой точке поперечного 

сечения рассматриваемого стержня, найдем полные нормальные напряжения σz: 
𝜎1𝑧 = 𝜎1𝑧

𝑁 + 𝜎1𝑧
𝑀;  𝜎2𝑧 = 𝜎2𝑧

𝑁 + 𝜎2𝑧
𝑀 ;  …;  𝜎𝑛𝑧 = 𝜎𝑛𝑧

𝑁 + 𝜎𝑛𝑧
𝑀 .                     (14) 

После построения эпюры нормальных напряжений σ𝑧 оценивается 

прочность каждого слоя рассматриваемого многослойного неоднородного 

внецентренно сжатого упругого стержня. По наиболее нагруженному слою можно 

судить о несущей способности стержня. 

Пример. В качестве примера рассмотрим трехслойный массивный упругий 

стержень (рис. 3), находящийся в условиях внецентренного сжатия. Сила 𝐹 

приложена в центре тяжести поперечного сечения третьего слоя. 
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Исходные данные: 

𝐸1 = 40000 МПа – гранит; 

𝐸2 = 300 МПа – кирпичная кладка; 

𝐸3 = 20000 МПа – бетон. 

𝛾1 = 27 ∙ 10−6  кН см3⁄ ; 𝛾2 = 22 ∙ 10−6  кН см3⁄ ; 

𝛾3 = 24 ∙ 10
−6  кН см3⁄ ; 

𝑏1 = 5 см;  𝑏2 = 25 см;  𝑏3 = 10 см; ℎ = 20 см; 𝐹 = 100 кН. 

Далее имеем: 

𝐴1 = ℎ𝑏1 = 100 см
2;  𝐴2 = ℎ𝑏2 = 500 см2;  𝐴3 = ℎ𝑏3 = 200 см

2. 

Определяем центр тяжести поперечного сечения стержня во 

вспомогательной системе координат 𝑋෨, 𝑌෨ : 

𝑦𝑐 = 0;  𝑥𝑐 =
𝛾1
𝑏1
2
𝐴1+𝛾2(𝑏1+

𝑏2
2
)𝐴2+𝛾3(𝑏1+𝑏2+

𝑏3
2
)𝐴3

𝛾1𝐴1+𝛾2𝐴2+𝛾3𝐴3
= 19,85 см. 

 

По формулам (4) вычисляем нормальные напряжения 𝜎𝑧
𝑁: 

𝜎1𝑧
𝑁 = −

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

1

𝐴1
= −2,963 МПа; 

𝜎2𝑧
𝑁 = −

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

𝐸2

𝐸1𝐴1
= −0,222 МПа; 

𝜎3𝑧
𝑁 = −

𝐹

1+
𝐸2𝐴2
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

+
𝐸3𝐴3
𝐸1𝐴1

𝐸3

𝐸1𝐴1
= −1,481 МПа. 

 

 
 

Рис. 3. Трехслойный упругий массивный стержень 

𝑍 

𝑋 

𝐹 

𝑏1 𝑏2 𝑏3 

ℎ 
𝑋 

𝑥𝐹  

𝐹 
𝑋෨ 

𝑌෨  𝑌 

𝑌𝑁 𝑌𝑀 

𝑥𝑁
(2)(−)
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Предположим, что ось 𝑌𝑁 проходит в пределах площади поперечного 

сечения второго слоя. Тогда, в соответствии с формулами (6), получим: 

𝑆1𝑦𝑁 = −𝐴1 ⋅ (
𝑏1

2
+ 𝑥𝑁

(2)(−)); 

𝑆2𝑦𝑁
(−) = −ℎ𝑥𝑁

(2)(−) ⋅
𝑥𝑁
(2)(−)

2
; 

𝑆2𝑦𝑁
(+) = ℎ(𝑏2 − 𝑥𝑁

(2)(−)) ×
(𝑏2−𝑥𝑁

(2)(−)
)

2
; 

𝑆3𝑦𝑁 = 𝐴3 ∙ (𝑏2 − 𝑥𝑁
(2)(−) +

𝑏3

2
). 

Решая уравнение (5), 

𝜎1𝑧𝑆1𝑦𝑁 + 𝜎2𝑧𝑆2𝑦𝑁
(−) + 𝜎2𝑧𝑆2𝑦𝑁

(+) + 𝜎3𝑧𝑆3𝑦𝑁 = 0, 

найдем: 

𝑥𝑁
(2)(−) =

−𝜎1𝑧𝐴1
𝑏1
2
+𝜎2𝑧𝐴2

𝑏2
2
+𝜎3𝑧𝐴3(𝑏2+

𝑏3
2
)

𝜎1𝑧𝐴1+𝜎2𝑧𝐴2+𝜎3𝑧𝐴3
= 13,553 см. 

Так как 𝑥𝑁
(2)(−) = 13,553 см < 𝑏2 = 25 см, то положение оси 𝑌𝑁 определено 

верно. 

Следовательно,  𝑥𝐹 =
𝑏3

2
+ 𝑏2 − 𝑥𝑁

(2)(−) = 16,447 см. 

Тогда  𝑀𝑦 = −𝐹 ∙ 𝑥𝐹 = −1644,737 кН ∙ см. 

Вычисляем положение нейтральной оси 𝑌𝑀 от действия только изгибающего 

момента. Величина статических моментов в формуле (8), полагая, что 

нейтральная линия 𝑌𝑀 проходит внутри площади поперечного сечения второго 

слоя, равна: 

𝑆1𝑦𝑀 = 𝐴1 ⋅ (
𝑏1

2
+ 𝑥𝑀

(2)(−)); 

𝑆2𝑦𝑀
(−) = ℎ𝑥𝑀

(2)(−) ⋅
𝑥𝑀
(2)(−)

2
; 

𝑆2𝑦𝑀
(+)

= ℎ(𝑏2 − 𝑥𝑀
(2)(−)

) ⋅
(𝑏2−𝑥𝑀

(2)(−)
)

2
; 

𝑆3𝑦𝑀 = 𝐴3 ∙ (𝑏2 − 𝑥𝑀
(2)(−) +

𝑏3

2
). 

 

Решая уравнение (8), 

𝐸1𝑆1𝑦𝑀 + 𝐸2𝑆2𝑦𝑁
(−) − 𝐸2𝑆2𝑦𝑁

(+) − 𝐸3𝑆3𝑦𝑀 = 0. 

 

находим положение оси YM: 

𝑥𝑀
(2)(−) =

−𝐸1𝐴1+𝐸2𝐴2
𝑏2
2
+𝐸3𝐴3(𝑏2+

𝑏3
2
)

𝐸1𝐴1+𝐸3𝐴3+𝐸2𝐴2
= 13,553 см. 

 

Таким образом, оси 𝑌𝑁 и 𝑌𝑀 совпадают. 

Вычисляем осевые моменты инерции поперечных сечений каждого слоя 

относительно нейтральной оси YM. 

𝐼1𝑦𝑀 =
𝑏1ℎ

3

12
+ 𝐴1 (

𝑏1

2
+ 𝑥𝑀

(2)(−))
2

= 29102,031 см4; 

𝐼2𝑦𝑀
(−) =

𝑥𝑀
(2)(−)

ℎ3

12
+ ℎ𝑥𝑀

(2)(−) (
𝑥𝑀
(2)(−)

2
)
2

= 21481,406 см4; 

𝐼2𝑦𝑀
(+) =

(𝑏2−𝑥𝑀
(2)(−)

)ℎ3

12
+ ℎ(𝑏2 − 𝑥𝑀

(2)(−))
(𝑏2−𝑥𝑀

(2)(−)
)
2

4
= 37633,356 см4; 
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𝐼3𝑦𝑀 =
𝑏3ℎ

3

12
+ 𝐴3 (

𝑏3

2
+ 𝑏2 − 𝑥𝑀

(2)(−))
2

= 60769,852 см4. 

 

По формуле (12) вычисляем жесткость стержня: 

𝐸𝐼 = 𝐸1𝐼1𝑦𝑀 + 𝐸2𝐼2𝑦𝑀
(−) + 𝐸2𝐼2𝑦𝑀

(+) + 𝐸3𝐼3𝑦𝑀 = 2,55682 ∙ 10
8 кН ∙ см2. 

По формулам (13) вычисляем нормальные напряжения от изгибающего 

момента: 

𝜎1𝑧
𝑀 = 𝐸1

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥1, где  −(𝑏1 + 𝑥𝑀

(2)(−)) ≤ 𝑥1 ≤ −𝑥𝑀
(2)(−)

; 

𝜎2𝑧
𝑀(−) = 𝐸2

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥2
(−)

, где  −𝑥𝑀
(2)(−) ≤ 𝑥2

(−) ≤ 0; 

𝜎2𝑧
𝑀(+) = 𝐸2

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥2
(+)

, где  0 ≤ 𝑥2
(+) ≤ 𝑏2 − 𝑥𝑀

(2)(−)
; 

𝜎3𝑧
𝑀 = 𝐸3

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥3, где  𝑏2 − 𝑥𝑀

(2)(−) ≤ 𝑥3 ≤ 𝑏2 − 𝑥𝑀
(2)(−) + 𝑏3. 

Вычисляем полные нормальные напряжения в каждой точке поперечного 

сечения стержня: 

𝜎1𝑧 = 𝜎1𝑧
𝑁 + 𝜎1𝑧

𝑀 = 𝜎1𝑧
𝑁 + 𝐸1

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥1; 

𝜎2𝑧
(−) = 𝜎2𝑧

𝑁 + 𝜎2𝑧
𝑀(−) = 𝜎2𝑧

𝑁 + 𝐸2
𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥2
(−)

; 

𝜎2𝑧
(+) = 𝜎2𝑧

𝑁 + 𝜎2𝑧
𝑀(+) = 𝜎2𝑧

𝑁 + 𝐸2
𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥2
(+)

; 

𝜎3𝑧 = 𝜎3𝑧
𝑁 + 𝜎3𝑧

𝑀 = 𝜎3𝑧
𝑁 + 𝐸3

𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥3. 

Расчеты и визуализация эпюры напряжений σ𝑧 показывают, что нейтральная 

линия поперечного сечения стержня 𝑌н располагается в пределах площади 

поперечного сечения второго слоя слева от оси 𝑌𝑀. Следовательно, приравнивая 

напряжение σ2𝑧
(−)

 нулю, определяем положение нейтральной линии 𝑌н 

относительно оси 𝑌𝑀: 

 

𝜎2𝑧
(−) = 𝜎2𝑧

𝑁 + 𝐸2
𝑀𝑦

𝐸𝐼
𝑥н.л. = 0, 

то есть  𝑥н.л. = −
𝜎2𝑧
𝑁 ∙𝐸𝐼

𝐸2∙𝑀𝑦
= −11,515 см. 

 

Эпюра нормальных напряжений σ𝑧 показана на рис. 4. 

Данный расчет показывает, что методом численного подбора возможно 

найти такое положение точки приложения внешней силы 𝐹, при котором 

нейтральная линия, то есть ось 𝑌н, будет располагаться за пределами контура 

поперечного сечения многослойного разнородного стержня, что обеспечит 

напряжения одного знака в пределах поперечного сечения. 

Для оценки несущей способности стержня оцениваем прочность наиболее 

нагруженных слоев – первого и третьего. 

Пусть заданы расчетные сопротивления материала слоев стержня: 

 

𝑅1𝜎
(+) = 0,25 МПа; 𝑅1𝜎

(−) = 4 МПа; 𝑅2𝜎
(+) = 0,05 МПа;  

𝑅2𝜎
(−) = 3,5 МПа; 𝑅3𝜎

(+) = 1,35 МПа; 𝑅3𝜎
(−) = 15 МПа.  

Тогда 

𝜎1𝑧
𝑚𝑎𝑥 = 1,81 МПа > 𝑅1𝜎

(+) = 0,25 МПа, 

𝜎3𝑧
𝑚𝑎𝑥 = 4,241 МПа < 𝑅3𝜎

(−) = 15 МПа. 
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Итак, в нашем случае прочность по первому слою не обеспечена, прочность 

по третьему слою обеспечена. 

 

 

Рис. 4. Эпюра нормальных напряжений 𝜎𝑧 
 

Выводы 

1. При построении эпюры нормальных напряжений в многослойном 

неоднородном упругом внецентренно нагруженном стержне в качестве точки 

5 25 10 

𝑌 

𝑌𝑁 𝑌𝑀 

13,553 

19,850 

2,963 
0,222 

1,481 

4,774 
3,482 

0,262 

0,221 

1,473 

2,759 

1,811 

0,524 
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приведения силы 𝐹 следует брать не центр тяжести сечения, а точку приложения 

равнодействующей внутренних продольных сил в каждом слое. В этом случае 

рассматриваемый стержень будет находиться в условиях осевого сжатия от 

продольной силы 𝑁 = 𝐹 и изгиба от изгибающего момента 𝑀𝑦 = 𝐹 ∙ 𝑥𝐹. 

2. Оценку несущей способности многослойного неоднородного упругого 

внецентренно нагруженного стержня следует выполнять по наиболее 

нагруженному слою. 

Заключение 

Полученные в статье результаты могут быть использованы при 

проектировании прямолинейных упругих неоднородных многослойных 

внецентренно нагруженных стоек зданий и сооружений. 
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The article discusses the eccentric compression of a massive multilayer inhomogeneous 

elastic rod with a cross-section symmetrical with respect to one of the main central axes of 

inertia of the cross-section. 
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