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_____________________________________________________________________________ 

Получены дифференциальные уравнения равновесия геометрически линейной, но 

физически нелинейной идеально упругопластической сплошной среды, находящейся в 

условиях осесимметричного деформирования, при аппроксимации диаграмм объемного и 

сдвигового деформирования квадратичными функциями.  

______________________________________________________________________ 

 

Введение. Строительные материалы и изделия из них проявляют как 

упругие свойства при малых уровнях внешних нагрузок, так и пластические, если 

внешние воздействия значительны. Следствием пластических свойств материалов 

и изделий является появление в них остаточных деформаций при снятии 

внешнего воздействия.  

Одной из наиболее важных и значимых теорий, описывающих 

деформирование конструкций с учетом пластических свойств материала, является 

теория идеальной пластичности Прандтля. В этом случае диаграмма растяжения 

описывается билинейной функцией, в соответствии с которой первый 

(начальный) участок диаграммы является прямолинейным, наклоненным к оси 

деформаций под некоторым углом, а второй участок параллелен оси деформаций.  

Мы будем рассматривать материал, механические свойства которого, без 

учета геометрической нелинейности, характеризуются тем, что зависимость 

между первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций и зависимость 

между вторыми инвариантами девиаторов напряжений и деформаций 

описывается некоторыми нелинейными функциями, причем на диаграмме 

сдвиговых деформаций наблюдается участок, близкий к площадке текучести.  

Задачи расчета конструкций с учетом пластических деформаций, по сути, 

являются задачами, в которых напряженно-деформированное состояние 

определяется с учетом реальных свойств материалов, а потому интерес к ним не 

только не ослабевает, но и существенно растет. Этот интерес подогревается еще и 

тем, что физический процесс пластических деформаций является достаточно 

сложным и до конца еще не исследованным. В работе [1] для осесимметричной 

задачи теории пластического течения сформулирована полная система 

определяющих уравнений. Выявлена сложность и малая изученность 

осесимметричной задачи теории пластичности. В статье [2] анализируются 
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результаты экспериментальных исследований деформационных свойств 

неоднородных материалов и изучены основные закономерности их поведения. 

Рассмотрены возможные варианты определяющих соотношений, учитывающих 

зависимость свойств рассматриваемых сред от условий нагружения или условий 

деформирования, а также взаимосвязь сдвиговых и объемных деформаций. 

Показано, что при этом при кручении цилиндра круглого поперечного сечения 

депланация сечения не происходит, как и в классическом решении, но 

распределения перемещений, деформаций и напряжений существенным образом 

отличаются от известных решений. В работе [3] анализируются свойства 

определяющих соотношений теории деформирования физически нелинейных 

материалов неоднородной структуры с зависящими от вида напряженного 

состояния свойствами. Учтены две формы нелинейности, одна из которых связана 

с нелинейностью диаграмм деформирования, а другая – с изменением этих 

диаграмм в зависимости от условий нагружения. Изучению влияния 

неоднородности структуры конструкционных материалов на их деформационные, 

пластические и прочностные свойства посвящены работы многих зарубежных 

авторов [4, 5, 6, 7, 8]. Эти материалы обладают значительной объемной 

сжимаемостью при пластическом деформировании, упрочнением, эффектом 

дилатансии, взаимосвязью процессов сдвигового и объемного деформирования. В 

статье [9] описывается деформационное поведение водонасыщенных глинистых 

грунтов при трехосном циклическом нагружении на основе структурно 

неоднородной упругопластической расчетной модели. Показано, что расчетные 

диаграммы сдвигового и объемного деформирования этой модели 

удовлетворительно соответствуют экспериментальным диаграммам 

деформирования реальных грунтов. В работе [10] для физически нелинейно-

пластического тела на основе деформационной теории пластичности Кулона и 

Ставрогина рассмотрено напряженно-деформированное состояние вокруг 

выработки кругового очертания, сооружаемой в массиве с начальным 

гидростатическим полем напряжений. Показано, что учет нелинейности в массиве 

приводит к снижению размера области предельного состояния вокруг выработки. 

В работе [11] ставится задача о построении системы дифференциальных 

уравнений равновесия в перемещениях для определения осесимметричных 

деформаций тела, образованного вращением некоторой произвольной области 

вокруг оси симметрии Z. Тело выполнено из материалов, обладающих 

изотропными, трансверсально изотропными и в общем случае ортотропными 

свойствами, а также физической неоднородностью и испытывающим статические 

осесимметричные нагрузки и другие воздействия. В статье [12] получены 

аналитические выражения для компонент напряжений, а также уравнение для 

определения формы и размера границы раздела зон упругого и пластического 

деформирования в неограниченном полупространстве вблизи цилиндрической 

полости с некруговой формой поперечного сечения. В качестве модели материала 

пространства использовалась модель среды, учитывающая стареющие 

упруговязкопластические свойства. В работе [13] затрагиваются вопросы выбора 

математических моделей при статических и сейсмических расчетах напряженно-

деформированного состояния грунтовых плотин с использованием программно-

математического обеспечения персональных компьютеров. Для моделирования 

грунтовых, нелинейно деформируемых массивов программными комплексами 

используются различные варианты моделей, основанных на гиперболической 
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зависимости между напряжениями и деформациями [14, 15, 16]. В статье [17] 

решаются две задачи для плоской конструкции, выполненной из идеально 

пластичного материала: в первой, зная внешние нагрузки, определяются 

смещения точек конструкции; во второй – по заданным смещениям плоской 

конструкции определяются приложенные к конструкции силы.  

В данной работе строятся дифференциальные уравнения равновесия в 

перемещениях для идеально упругопластической в отношении сдвиговых 

деформаций и нелинейной в отношении объемных деформаций сплошной среды, 

находящейся в условиях осесимметричного деформирования: 

𝑢𝑟 = 𝑢(𝑟),  𝑢φ = 0,  𝑢𝑧 = 0, при аппроксимации замыкающих уравнений 

произвольного вида квадратичными функциями для геометрически линейной 

модели сплошной среды (рис. 1).  
 

 
а                                                                                б 

 

Рис. 1: а – диаграмма  а – ε;  б – диаграмма T − Г.  

Пунктирные толстые линии – исходные кривые объемного и сдвигового 

деформирования; сплошные толстые линии – аппроксимирующие отрезки парабол 

 

Построение дифференциальных уравнений равновесия в перемещениях для 

идеально упругопластической в отношении сдвиговых деформаций и нелинейной 

в отношении объемных деформаций сплошной среды, находящейся в условиях 

осесимметричного деформирования:  

𝑢𝑟 =  𝑢(𝑟),  𝑢φ = 0,  𝑢𝑧 = 0  

при аппроксимации замыкающих уравнений произвольного вида билинейными 

функциями [18] как для геометрически линейной, так и для геометрически 

нелинейной модели сплошной среды, выполнено в работе [19]. 

Построение физических уравнений для геометрически линейной 

модели. В соответствии с работой [20] секущие модули объемного расширения 

(сжатия) 𝐾 = 𝐾(ε, Г) и сдвига 𝐺 = 𝐺(ε, Г) на первом криволинейном участке 

диаграмм σ − ε и T − Г (рис. 1) будут определяться выражениями:    

 

𝐾𝐼(ε) =
1

3
𝐾0 + 𝐾01ε;   𝐺𝐼(Г) = 𝐺0 + 𝐺01Г,                                   (1) 

где     𝐾01 =
σ1−𝐾0ε1

3ε1
2 ;     𝐺01 =

T1−𝐺0Г1

Г1
2 .                                                                          (2) 
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На втором криволинейном участке диаграмм σ − ε и T − Г секущий модуль 

объемного расширения (сжатия) 𝐾 = 𝐾(ε, Г) и секущий модуль сдвига 𝐺 = 𝐺(ε, Г) 

будут вычисляться по формулам: 

𝐾𝐼𝐼(ε) = 𝑎1ε + 𝑏1 +
𝑐1

ε
;   𝐺𝐼𝐼(Г) =

T1

Г
,                                    (3) 

где   𝑎1 =
(σ2−σ1)−𝐾1(ε2−ε1)

3(ε2−ε1)2
;   𝑏1 =

1

3
[𝐾1 − 2

(σ2−σ1)−𝐾1(ε2−ε1)

(ε2−ε1)2
ε1]; 

𝑐1 =
1

3
[σ1 − 𝐾1ε1 −

(σ2−σ1)−𝐾1(ε2−ε1)

(ε2−ε1)2 ε1
2].                                 (4) 

В формулах (2) и (4) обозначено:  𝐾0  начальный модуль объемного 

расширения (сжатия); 𝐺0  начальный модуль сдвига; 𝐾1  начальный модуль 

упрочнения при объемном расширении (сжатии);  𝐺1 = 0   начальный модуль 

упрочнения при сдвиге;  σ1,  ε1  координаты конечной точки первого участка 

(координаты начальной точки второго участка) на диаграмме σ − ε;  T1,  Г1  

координаты конечной точки первого участка (координаты начальной точки 

второго участка) на диаграмме T − Г;  σ2, ε2  координаты конечной точки 

второго участка на диаграмме σ − ε;  T2 = T1,  Г2  координаты конечной точки 

второго участка на диаграмме T −  Г. 

Кроме того, σ  первый инвариант тензора напряжений; ε  первый 

инвариант тензора деформаций; T  интенсивность касательных напряжений; Г  

интенсивность деформаций сдвига. 

При осесимметричном деформировании ε = ε𝑟𝑟 + εφφ и   

 

Г =
2

√3
√ε𝑟𝑟

2 − ε𝑟𝑟εφφ + εφφ
2 , то есть 

ε𝑟𝑟 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
;   εφφ =

𝑢

𝑟
, причем 

𝜕ε

𝜕𝑟
=

𝜕ε𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

𝜕εφφ

𝜕𝑟
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 +
1

𝑟
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
); 

𝜕Г

𝜕𝑟
=

2

3Г
[(2ε𝑟𝑟 − εφφ)

𝜕ε𝑟𝑟

𝜕𝑟
+ (2εφφ − ε𝑟𝑟)

𝜕εφφ

𝜕𝑟
] =  

=
2

3Г
[(2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
)

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 + (2
𝑢

𝑟
−

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

1

𝑟
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
)].  

 

Поскольку построение диаграмм объемного и сдвигового деформирования 

выполняется независимо друг от друга, то рассмотрим пять основных случаев 

физических зависимостей, зависящих от взаимного расположения точек излома 

графиков диаграмм объемного и сдвигового деформирования. 

Случай 1:  
𝑑σ𝐼(ε)

𝑑ε
|
ε=ε1

≠ 𝐾1,  
𝑑T𝐼(Г)

𝑑Г
|
Г=Г1

≠ 𝐺1, то есть диаграммы и объемного 

и сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования совпадают, то есть |ε1| = Г1. При этом 

0 ≤ |ε| ≤ |ε1| и 0 ≤ Г ≤ Г1.                                            (5) 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования не совпадают, то есть |ε1| < Г1. При этом  

0 ≤ |ε| ≤ |ε1| и 0 ≤ Г ≤ Г0 < Г1,                                  (6) 

где интенсивности Г0 соответствуют такие компоненты деформации, что 

|ε𝑟𝑟 + εφφ| = |ε1|.                                              (7) 

124 



Строительная механика 
 
 

 

 

 

Приволжский научный журнал, 2024, № 2  
 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования не совпадают, то есть |ε1| > Г1. При этом   

0 ≤ |ε| ≤ |ε0| < |ε1| и 0 ≤ Г ≤ Г1.                                 (8) 

Здесь объемной деформации |ε0| соответствуют такие компоненты деформации, 

что 

 
2

√3
√ε𝑟𝑟

2 − ε𝑟𝑟εφφ + εφφ
2 = Г1.                                      (9) 

В этом случае физические уравнения осесимметричного деформирования с 

учетом формул (1) будут иметь вид: 

σ𝑟𝑟 = 𝐾𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 −
1

3
ε); 

σφφ = 𝐾𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼(Г) ⋅ (εφφ −
1

3
ε);                                       (10) 

σ𝑧𝑧 = [𝐾𝐼(ε) −
2

3
𝐺𝐼(Г)] ε.   

Случай 2:  
𝑑σ𝐼(ε)

𝑑ε
|
ε=ε1

≠ 𝐾1,  
𝑑T𝐼(Г)

𝑑Г
|
Г=Г1

≠ 𝐺1, то есть диаграммы и объемного 

и сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования не совпадают, то есть |ε1| < Г1. При этом   

 |ε1| ≤ |ε| ≤ |ε0| и Г0 ≤ Г ≤ Г1,                                               (11) 

где объемной деформации |ε0| соответствуют такие компоненты деформации, что 

выполняется соотношение (9), а интенсивности Г0 соответствуют такие 

компоненты деформации, что выполняется соотношение (7). 

В этом случае физические уравнения осесимметричного деформирования с 

учетом формул (1) и (3) будут иметь вид: 

σ𝑟𝑟 = 𝐾𝐼𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 −
1

3
ε); 

σφφ = 𝐾𝐼𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼(Г) ⋅ (εφφ −
1

3
ε);                                       (12) 

σ𝑧𝑧 = [𝐾𝐼𝐼(ε) −
2

3
𝐺𝐼(Г)] ε.  

Случай 3: 
𝑑σ𝐼(ε)

𝑑ε
|
ε=ε1

≠ 𝐾1,  
𝑑T𝐼(Г)

𝑑Г
|
Г=Г1

≠ 𝐺1, то есть диаграммы и объемного и 

сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования не совпадают, то есть |ε1| > Г1. При этом   

|ε0| ≤ |ε| ≤ |ε1| и Г1 ≤ Г ≤ Г0,                                             (13) 

где объемной деформации |ε0| соответствуют такие компоненты деформации, что 

выполняется соотношение (9), а интенсивности Г0 соответствуют такие 

компоненты деформации, что выполняется соотношение (7). 

 В этом случае физические уравнения осесимметричного деформирования с 

учетом формул (1) и (3) будут иметь вид: 

σ𝑟𝑟 = 𝐾𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 −
1

3
ε); 

σφφ = 𝐾𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼𝐼(Г) ⋅ (εφφ −
1

3
ε);                                      (14) 

σ𝑧𝑧 = [𝐾𝐼(ε) −
2

3
𝐺𝐼𝐼(Г)] ε.  
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Случай 4: 
𝑑σ𝐼(ε)

𝑑ε
|
ε=ε1

≠ 𝐾1,  
𝑑T𝐼(Г)

𝑑Г
|
Г=Г1

≠ 𝐺1, то есть диаграммы и объемного и 

сдвигового деформирования, аппроксимированные двумя параболами каждая, 

имеют точки излома графиков. 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования совпадают, то есть |ε1| = Г1. При этом  
|ε| ≥ |ε1| и Г ≥ Г1.                                                        (15) 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования не совпадают, то есть |ε1| < Г1. При этом  
|ε| ≥ ε0 и Г ≥ Г1.                                                         (16) 

Здесь объемной деформации |ε0| соответствуют такие компоненты деформации, 

что выполняется соотношение (9). 

Точки излома графиков на квадратичных диаграммах объемного и 

сдвигового деформирования не совпадают, то есть |ε1| > Г1. При этом  

|ε| ≥ |ε1| и Г ≥ Г0,                                                     (17) 

где интенсивности Г0 соответствуют такие компоненты деформации, что 

выполняется соотношение (7).  

 В этом случае физические уравнения осесимметричного деформирования с 

учетом формул (3) будут иметь вид: 

σ𝑟𝑟 = 𝐾𝐼𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 −
1

3
ε); 

σφφ = 𝐾𝐼𝐼(ε) ⋅ ε + 2𝐺𝐼𝐼(Г) ⋅ (εφφ −
1

3
ε);                                 (18)  

σ𝑧𝑧 = [𝐾𝐼𝐼(ε) −
2

3
𝐺𝐼𝐼(Г)] ε.  

Случай 5: 
𝑑σ𝐼(ε)

𝑑ε
|
ε=ε1

= 𝐾1,  
𝑑T𝐼(Г)

𝑑Г
|
Г=Г1

≠ 𝐺1, то есть точка излома графика на 

квадратичной диаграмме σ − ε отсутствует. При этом, если 0 ≤ Г ≤ Г1, то 

физические уравнения осесимметричного деформирования будут иметь вид (10); 

если Г ≥ Г1, то физические уравнения осесимметричного деформирования будут 

иметь вид (14).   

Построение дифференциальных уравнений для геометрически 

линейной модели. Подставляя физические уравнения (10), (12), (14), (18) в 

дифференциальное уравнение равновесия осесимметричного деформирования 

сплошной среды: 
𝜕σ𝑟𝑟

𝜕𝑟
+

σ𝑟𝑟−σφφ

𝑟
+ 𝐹𝑟 = 0,                                               (19) 

получим четыре вида разрешающих уравнений в перемещениях, имеющих одну и 

ту же структуру: 

𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 + 𝐵 + 𝐹𝑟 = 0.                                                    (20) 

Коэффициенты A и B в уравнении (20) зависят от вида физических 

уравнений. 

1) Для физических уравнений (10): 

𝐴 = 𝐾𝐼(ε) + 𝐾01ε +
4

3
𝐺𝐼(Г) +

4𝐺01

3Г
(ε𝑟𝑟 −

1

3
ε) (2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
); 

𝐵 = [𝐾𝐼(ε) + 𝐾01ε −
2

3
𝐺𝐼(Г)]

1

𝑟
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

4𝐺01

3Г𝑟
(ε𝑟𝑟 −

1

3
ε) ×  

× (2
𝑢

𝑟
−

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

2

𝑟
𝐺𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 − εφφ).                                     (21) 
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2) Для физических уравнений (12): 

𝐴 = 𝐾𝐼𝐼(ε) + (𝑎1 −
𝑐1

ε2) ε +
4

3
𝐺𝐼(Г) +

4𝐺01

3Г
(ε𝑟𝑟 −

1

3
ε) (2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
);  

𝐵 = [𝐾𝐼𝐼(ε) + (𝑎1 −
𝑐1

ε2
) ε −

2

3
𝐺𝐼(Г)]

1

𝑟
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

4𝐺01

3Г𝑟
(𝜀𝑟𝑟 −

1

3
𝜀) ×  

× (2
𝑢

𝑟
−

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

2

𝑟
𝐺𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 − εφφ).                                      (22) 

3) Для физических уравнений (14): 

𝐴 = 𝐾𝐼(ε) + 𝐾01ε +
4

3
𝐺𝐼𝐼(Г) −

4T1

3Г3 (ε𝑟𝑟 −
1

3
ε) (2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
); 

𝐵 = [𝐾𝐼(ε) + 𝐾01ε −
2

3
𝐺𝐼𝐼(Г)]

1

𝑟
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) −

4T1

3Г3𝑟
(ε𝑟𝑟 −

1

3
ε) ×  

 × (2
𝑢

𝑟
−

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

2

𝑟
𝐺𝐼𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 − εφφ).                                     (23) 

4). Для физических уравнений (18): 

𝐴 = 𝐾𝐼𝐼(ε) + (𝑎1 −
𝑐1

ε2) ε +
4

3
𝐺𝐼𝐼(Г) −

4T1

3Г3 (ε𝑟𝑟 −
1

3
ε) (2

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
); 

𝐵 = [𝐾𝐼𝐼(ε) + (𝑎1 −
𝑐1

ε2
) ε −

2

3
𝐺𝐼𝐼(Г)]

1

𝑟
(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) −

4T1

3Г3𝑟
(ε𝑟𝑟 −

1

3
ε) ×  

× (2
𝑢

𝑟
−

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) (

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟
) +

2

𝑟
𝐺𝐼𝐼(Г) ⋅ (ε𝑟𝑟 − εφφ).                                     (24) 

В формулах (21) – (24):  

Г =
2

√3
√ε𝑟𝑟

2 − ε𝑟𝑟εφφ + εφφ
2 =

2

√3
√(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)

2

−
𝜕𝑢

𝜕𝑟

𝑢

𝑟
+ (

𝑢

𝑟
)

2

.  

 

Таким образом, дифференциальные уравнения в перемещениях для 

осесимметричного деформирования идеально упругопластической в отношении 

сдвиговых деформаций и нелинейно-упругой в отношении объемных деформаций 

сплошной среды при квадратичной аппроксимации замыкающих уравнений, без 

учета геометрической нелинейности, построены. 

Заключение. Построенные в статье дифференциальные уравнения 

равновесия в перемещениях могут найти применение при определении 

напряженно-деформированного состояния идеально упругопластической в 

отношении сдвиговых деформаций и нелинейно-упругой в отношении объемных 

деформаций сплошных сред, находящихся в условиях осесимметричного 

деформирования, замыкающие уравнения физических соотношений, для которых 

описываются квадратичными функциями.  
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_____________________________________________________________________________ 

In part 1 of the article, differential equilibrium equations of a geometrically linear, but 

physically nonlinear ideally elastoplastic continuous medium under conditions of axisymmetric 

deformation are obtained by approximation of volumetric and shear deformation diagrams by 

quadratic functions. 

_____________________________________________________________________________ 
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