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_____________________________________________________________________________ 

Рассматриваются продольные и поперечные колебания многослойного (со слоями, 

параллельными продольной оси стержня) неоднородного упругого прямолинейного 

стержня постоянного сечения. Определяются частоты собственных колебаний и 

периоды колебаний неоднородного стержня при продольных и поперечных колебаниях. 

Полученные в статье результаты могут быть использованы при проектировании 

многослойных неоднородных упругих прямолинейных стержней постоянного сечения, 

испытывающих динамические воздействия, с целью регулирования частоты 

собственных колебаний. 

_____________________________________________________________________________ 

 

Введение 

Изучение колебаний стержневых и континуальных систем имеет 

непосредственное прикладное значение, поскольку и здания, и сооружения, и 

детали машин и механизмов зачастую испытывают значительные динамические 

воздействия. Вопросы колебания механических систем достаточно подробно 

изложены в классических монографиях ученых-механиков [1–8]. Вместе с тем 

изучение вопросов колебания механических (стержневых и континуальных) 

систем продолжает волновать умы современных исследователей. Так, в работе [9] 

найдены точные аналитические решения задачи о свободных и вынужденных 

гармонических колебаниях стержня-полосы, состоящего из двух участков по 

длине. Проведены численные эксперименты по определению собственных форм и 

частот изгибных колебаний, а также динамической реакции при резонансных 

колебаниях стержня-полосы. Материал стержня-полосы – однонаправленный 

волокнистый композит на основе углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118.                       

В статье [10] с использованием МКЭ решены задачи о свободных поперечных и 

продольных колебаниях стержневых сооружений: консольного стержня с 

распределенной массой и сооружения башенного типа (телевизионная башня).                   

В работе [11] исследуются нестационарные продольные колебания упругого 

однородного и изотропного стержня конечной длины. Для описания движения 

стержня используется система уравнений общей модели моментных упругих 

тонких тел без дополнительных гипотез. В статьях [12, 13] исследуются 

продольные и изгибные колебания тонкого упругого стержня, управляемого 

посредством распределенной силы, которая приложена к отдельным участкам 

стержня с помощью пьезоактюаторов. Данная постановка позволяет решать 

задачи гашения колебаний. В работах [14, 15] рассматриваются продольные 
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свободные и вынужденные колебания однородного и континуально-дискретного 

вертикально стоящего стержня при сейсмических возмущениях. Определяются 

спектры собственных частот и собственные формы колебаний. Предложен и 

реализован метод определения дисперсии – наиболее важного параметра 

случайных колебаний. В статье [16] представлены результаты численного 

моделирования колебаний вертикально стоящего консольного упругого стержня 

под воздействием воздушного потока. Определены режимы колебаний в 

направлении набегающего потока и в поперечном направлении. Показано, что 

при близких значениях первой собственной частоты и частоты схода вихрей 

амплитуда колебаний стержня в поперечном направлении резко увеличивается до 

значения, приблизительно равного 0,06 высоты стержня, после чего 

устанавливается автоколебательный режим с постоянной амплитудой в 

поперечном направлении и переменной амплитудой в направлении набегающего 

потока. В работе [17] рассмотрена задача о продольных колебаниях стержня и 

поперечных колебаниях балки, выполненных из функционально-градиентных 

материалов, в частности, из ФГМ-керамики. Данная постановка позволяет 

оптимизировать первую собственную частоту колебаний за счет выбора закона 

изменения модуля упругости по толщине конструкции. В статье [18] приведены 

результаты исследования динамических характеристик различных типов зданий, 

представленных в виде модели слоистой системы, при сейсмическом воздействии. 

Полученные значения частот, периодов и форм колебаний сопоставлялись с 

пространственными конечно-элементными моделями и моделью сплошного 

консольного стержня. В работе [19] рассматривается задача определения частоты 

и формы собственных продольных и крутильных колебаний для стержня 

переменного сечения на основе теории возмущений. В статье [20] 

рассматривается математическая модель собственных поперечных колебаний 

балки Эйлера – Бернулли, опертой на упругое двухпараметрическое основание 

Пастернака с пятью каноническими граничными условиями (защемления, 

шарниры, консоли двух типов и свободные концы). В работе [21] рассмотрены 

вопросы поиска аналитических зависимостей для динамических характеристик 

шарнирных ферм в зависимости от их топологии и геометрии. 

В данной работе рассматриваются продольные и поперечные колебания 

многослойного (со слоями, параллельными продольной оси стержня) 

неоднородного упругого прямолинейного стержня постоянного сечения. 

Определяются частоты собственных колебаний и периоды колебаний 

неоднородного стержня при продольных и поперечных колебаниях. 

Продольные колебания 

Рассмотрим продольные колебания многослойного прямолинейного 

упругого стержня длиной 𝑙. Площади поперечных сечений слоев, параллельных 

продольной оси стержня 𝑍, обозначим 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛; модули упругости слоев 

обозначим 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑛 соответственно; плотность материала слоев обозначим 

соответственно ρ1, ρ2, … , ρ𝑛. 

В состоянии до деформации выделим в стержне на расстоянии 𝑧 от левого 

торца участок длиной 𝑑𝑧, ограниченный сечениями 1-1 и 2-2 (рис. 1). Пусть в 

результате деформации сечение 1-1 получает перемещение 𝑢(𝑧, 𝑡) и сместится в 

положение 1
’
-1

’
. Тогда сечение 2-2 получит перемещение 𝑢(𝑧, 𝑡) +

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
𝑑𝑧 и 

сместится в положение 2
’
-2

’
. 
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Рис. 1. Продольные колебания 

 

Принимая во внимание справедливой гипотезу плоских сечений при осевой 

деформации стержня, деформация всех слоев стержня будет одинаковой и равной 

ε =
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
. При этом продольные усилия, действующие в сечениях 1

’
-1

’
 и 2

’
-2

’
, 

будут складываться из усилий, действующих в каждом слое стержня: 

 

𝑁1′−1′ = ∑ 𝑁
1′−1′
(𝑖)𝑛

𝑖=1 , (1) 

где: 

𝑁
1′−1′
(𝑖)

= 𝐸𝑖𝐴𝑖
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
;  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. (2) 

 

𝑁2′−2′ = ∑ 𝑁
2′−2′
(𝑖)𝑛

𝑖=1 , (3) 

где: 

𝑁
2′−2′
(𝑖)

= 𝐸𝑖𝐴𝑖 [
𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑧
(

𝜕𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧
) 𝑑𝑧];  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. (4) 

 

Используя принцип Даламбера, условия динамического равновесия элемента 

𝑑𝑧 запишется в следующем виде: 

 

𝑁2′−2′ − 𝑁1′−1′ = ∑ 𝑗(𝑖)𝑛
𝑖=1 . (5) 

 

Здесь 𝑗(𝑖), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛  – сила инерции каждого слоя стержня, причем: 

 

𝑗(𝑖) = ρ𝑖𝐴𝑖
𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 𝑑𝑧; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. (6) 
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С учетом соотношений (2), (4) и (6) динамическое уравнение равновесия (5) 

получает вид: 

(∑ 𝐸𝑖𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 )

𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2 = (∑ ρ𝑖𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 )

𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 . (7) 

 

Вводя обозначение: 

𝑎2 =
∑ 𝐸𝑖𝐴𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ ρ𝑖𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1

, (8) 

 

уравнение (7) – дифференциальное уравнение продольных колебаний 

неоднородного упругого многослойного стержня приводится к форме: 

 
𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 = 𝑎2 𝜕2𝑢(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2 , (9) 

 

то есть к уравнению поперечных колебаний упругой струны [22]. 

Общее решение уравнения (9), соответствующее i-ой форме колебаний, 

имеет вид [23]: 

𝑢(𝑧, 𝑡) = cos
𝑖π

𝑙
𝑧 (𝐴𝑖 cos

𝑎𝑖π

𝑙
𝑡 + 𝐵𝑖 sin

𝑎𝑖π

𝑙
𝑡). (10) 

 

Наложением подобных частных решений любое продольное колебание 

многослойного неоднородного упругого стержня можно представить в виде: 

 

𝑢(𝑧, 𝑡) = ∑ cos
𝑛π

𝑙
𝑧𝑛=1,2,3,… (𝐴𝑛 cos

𝑎𝑛π

𝑙
𝑡 + 𝐵𝑛 sin

𝑎𝑛π

𝑙
𝑡). (11) 

Здесь постоянные 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 определяются на основании начальных условий. 

Как показано в работе [23], если в начальный момент времени 𝑡 = 0 заданы 

смещения и скорости поперечных сечений стержня 𝑢(𝑧, 0) = 𝑓(𝑧); 
𝜕𝑢(𝑧,0)

𝜕𝑧
= 𝑣(𝑧), 

то постоянные 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 определяются соотношениями: 

 

𝐴𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑧) cos

𝑛π

𝑙
𝑧 𝑑𝑧

𝑙

0
;   𝐵𝑛 =

2

𝑛π𝑎
∫ 𝑣(𝑧) cos

𝑛π

𝑙
𝑧 𝑑𝑧

𝑙

0
. (12) 

 

Уравнение (11) характеризует рассматриваемое движение в многослойном 

упругом стержне как периодическое, то есть колебательное. 

Для упругого стержня со свободными концами, испытывающего продольные 

колебания, уравнение частоты, как известно [22], имеет вид: 

 

sin
ω

𝑎
𝑙 = 0. 

Отсюда частота колебаний будет равна: 

 

ω𝑛 =
𝑎𝑛π

𝑙
,  где 𝑛 = 1, 2, 3, … (13) 

Период колебаний: 

 

𝑇𝑛 =
2π

ω𝑛
=

2𝑙

𝑎𝑛
 . (14) 

При 𝑛 = 1 будем иметь частоту основного тона колебаний. 
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Пример 1 

В качестве примера рассмотрим неоднородную вертикальную стойку, 

жестко заделанную нижним концом. Поперечное сечение стойки – это круг с 

площадью 𝐴1 = 1 см2. Длина стойки – 100 см. Стойка изготовлена из стали с 

модулем упругости 𝐸1 = 2 ∙ 105 МПа. Плотность материала стойки ρ1 = 7800 
кг

м3
. 

Период колебаний стойки для 𝑛 = 1 равен: 

 

𝑇1 =
2𝑙

𝑎
= 2𝑙√

ρ1

𝐸1
= 0,125 сек. 

Частота собственных колебаний стойки для 𝑛 = 1 равна: 

ω1 =
π

𝑙
√

𝐸1

ρ1
= 50,304 сек−1. 

Нанесем на поверхность стойки слой стеклопластика: 

(𝐸2 = 3,5 ∙ 104 МПа; ρ2 = 1100 
кг

м3) толщиной ℎ = 0,5 см  

(𝐴2 = 2,356 см2). 

 

Период колебаний стойки с покрытием для 𝑛 = 1 равен: 

𝑇1 =
2𝑙

𝑎
= 2𝑙√

ρ1𝐴1+ρ2𝐴2

𝐸1𝐴1+𝐸2𝐴2
= 0,121 сек. 

 

Частота собственных колебаний стойки с покрытием для 𝑛 = 1 равна:          

ω1 =
π

𝑙
√

𝐸1𝐴1+𝐸2𝐴2

ρ1𝐴1+ρ2𝐴2
= 51,793 сек−1. 

 

Таким образом, частота собственных колебаний стойки с покрытием из 

стеклопластика увеличилась на 2,96 %. 

Нанесем на поверхность стойки слой свинца: 

 

(𝐸2 = 18 ∙ 103 МПа; ρ2 = 11340 
кг

м3) толщиной ℎ = 0,5 см  

(𝐴2 = 2,356 см2). 

 

Период колебаний стойки с покрытием для 𝑛 = 1 равен: 

 

𝑇1 =
2𝑙

𝑎
= 2𝑙√

ρ1𝐴1+ρ2𝐴2

𝐸1𝐴1+𝐸2𝐴2
= 0,149 сек. 

 

Частота собственных колебаний стойки с покрытием для 𝑛 = 1 равна: 

ω1 =
π

𝑙
√

𝐸1𝐴1+𝐸2𝐴2

ρ1𝐴1+ρ2𝐴2
= 42,242 сек−1. 

Таким образом, частота собственных колебаний стойки с покрытием из 

свинца уменьшилась на 16,03 %. 

Замечание. В соответствии с формулами (9) и (8), величина                               

𝑁 = √𝑎2 = √
𝐸1𝐴1+𝐸2𝐴2+⋯+𝐸𝑛𝐴𝑛

ρ1𝐴1+ρ2𝐴2+⋯+ρ𝑛𝐴𝑛
 представляет собой скорость распространения 

упругих продольных волн деформаций в неоднородном слоистом стержне. 

Поскольку скорости распространения продольных волн деформаций в 
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однородном стержне определяются только модулем упругости и плотностью 

материала, то в слоистом стержне следовало бы ожидать своей продольной волны 

со своей скоростью в каждом слое. Однако, если слои в стержне составляют 

единое целое и проскальзывание между слоями исключено, то в многослойном 

стержне будет распространяться только одна продольная волна со скоростью 𝑁. 

Эту волну можно назвать групповой продольной волной, а скорость 𝑁 – групповой 

скоростью. 

Поперечные колебания 

Рассмотрим поперечные колебания многослойного неоднородного 

прямолинейного упругого стержня длиной 𝑙 (рис. 2). Все слои стержня 

параллельны продольной оси стержня. Элемент стержня длиной 𝑑𝑧 при 

поперечных колебаниях стержня будет находиться в равновесии, если к 

действующим внутренним усилиям 𝑀𝑥 и 𝑄𝑦 присоединить силу инерции: 

 

𝑗 = (∑ ρ𝑖𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 )

𝜕2𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 𝑑𝑧. (15) 

 
 

Рис. 2. Поперечные колебания 

 

Проецируя все силы на вертикальную ось 𝑌, получаем: 

𝑄𝑦 − (𝑄𝑦 +
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑧
𝑑𝑧) − 𝑗 = 0. 

Отсюда: 

 
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑧
+ (∑ ρ𝑖𝐴𝑖

𝑛
𝑖=1 )

𝜕2𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 = 0. (16) 

 

Дифференцируя известное выражение 
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
− 𝑄𝑦 = 0 по 𝑧, получим: 

 
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑧2 −
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑧
= 0. (17) 

 

 

 

𝑄𝑦 +
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

𝑄𝑦 

𝑀𝑥 𝑀𝑥 +
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
𝑑𝑧 

𝑗 

𝑑𝑧 

𝑍 

𝑌 
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С другой стороны, имеем [24]: 

 
𝜕2𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧2 =
𝑀𝑥

∑ 𝐸𝑖𝐼𝑥
(𝑖)𝑛

𝑖=1

. (18) 

 

Здесь 𝐼𝑥
(1)

, 𝐼𝑥
(2)

, … , 𝐼𝑥
(𝑛)

 – моменты инерции поперечных сечений слоев 

многослойного стержня относительно нейтральной оси 𝑋, определяемой из 

условия равенства нулю продольной силы: 

 

∑ 𝐸𝑖𝑆𝑥
(𝑖)𝑛

𝑖=1 = 0. (19) 

 

Здесь 𝑆𝑥
(1)

, 𝑆𝑥
(2)

, … , 𝑆𝑥
(𝑛)

 – статические моменты поперечных сечений слоев 

многослойного стержня относительно нейтральной оси 𝑋. 

 

Дифференцируя соотношение (18) дважды по 𝑧, получим: 

 

𝜕4𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧4 =
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑧2

∑ 𝐸𝑖𝐼𝑥
(𝑖)𝑛

𝑖=1

. (20) 

С учетом соотношений (16) и (17), уравнение (20) получает вид: 

 

(∑ 𝐸𝑖𝐼𝑥
(𝑖)𝑛

𝑖=1 )
𝜕4𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧4 + (∑ ρ𝑖𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 )

𝜕2𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 = 0. (21) 

 

Уравнение (21) представляет собой дифференциальное уравнение изгибных 

колебаний многослойного неоднородного упругого стержня. 

Вводя обозначение: 

 

𝐸𝐼 = ∑ 𝐸𝑖𝐼𝑥
(𝑖)𝑛

𝑖=1 ;   ρ𝐴 = ∑ ρ𝑖𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 , (22) 

 

представим уравнение (21) в следующей форме: 

 

𝐸𝐼
𝜕4𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑧4 + ρ𝐴
𝜕2𝑤(𝑧,𝑡)

𝜕𝑡2 = 0. 
(23) 

 

Уравнение (23) представляет собой дифференциальное уравнение свободных 

поперечных колебаний многослойного неоднородного упругого стержня 

постоянного сечения. 

Простейшим периодическим решением уравнения (23) является так 

называемое главное колебание [22, 25], в котором функция прогиба 

колеблющегося стержня изменяется с течением времени по гармоническому 

закону: 

𝑤(𝑧, 𝑡) = φ(𝑧) sin(ω𝑡 + α). (24) 

 

Функция φ(𝑧), устанавливающая закон распределения максимальных 

отклонений точек оси стержня, называется формой главного колебания или 

собственной формой. Каждой собственной форме колебаний соответствует 

определенное значение частоты ω, которая называется собственной частотой. 
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После подстановки выражения (24) в уравнение (23) получим обыкновенное 

дифференциальное уравнение для функции φ(𝑧): 

 
𝑑4φ(𝑧)

𝑑𝑧4 − 𝑘4φ(𝑧) = 0. (25) 

Здесь: 

𝑘4 = ω2 ρ𝐴

𝐸𝐼
. (26) 

 

Общий интеграл уравнения (25) определяется выражением: 

 

φ(𝑧) = 𝐶1𝑆(𝑘𝑧) + 𝐶2𝑇(𝑘𝑧) + 𝐶3𝑈(𝑘𝑧) + 𝐶4𝑉(𝑘𝑧), (27) 

 

где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 – постоянные интегрирования, определяемые из граничных 

условий; 𝑆(𝑘𝑧), 𝑇(𝑘𝑧), 𝑈(𝑘𝑧), 𝑉(𝑘𝑧) – функции Крылова: 

 

𝑆(𝑘𝑧) =
1

2
(cosh 𝑘𝑧 + cos 𝑘𝑧); 𝑇(𝑘𝑧) =

1

2
(sinh 𝑘𝑧 + sin 𝑘𝑧); 

𝑈(𝑘𝑧) =
1

2
(cosh 𝑘𝑧 − cos 𝑘𝑧); 𝑉(𝑘𝑧) =

1

2
(sinh 𝑘𝑧 − sin 𝑘𝑧). 

(28) 

 

Свойства функций Крылова [26] хорошо известны, и мы не будем на них 

останавливаться. 

Пример 2 

В качестве примера рассмотрим многослойную неоднородную 

вертикальную стойку длиной 𝑙, жестко заделанную нижним концом [25, 27]. 

Начало системы координат расположим в заделке, ось 𝑍 направим вертикально 

вверх. Граничные условия при этом будут иметь вид: 

 

φ(0) = 0;  
𝑑φ(𝑧)

𝑑z
|

𝑧=0
= 0;  

𝑑2φ(𝑧)

𝑑z2 |
𝑧=𝑙

= 0;  
𝑑3φ(𝑧)

𝑑z3 |
𝑧=𝑙

= 0. (а) 

 

Из условий на нижнем конце (𝑧 = 0) следует, что 𝐶1 = 𝐶2 = 0. Тогда 

решение (27) получает вид: 

 

φ(𝑧) = 𝐶3𝑈(𝑘𝑧) + 𝐶4𝑉(𝑘𝑧). (б) 

 

Из условий на верхнем конце (𝑧 = 𝑙) получаем: 

 

𝐶3𝑘2𝑆(𝑘𝑙) + 𝐶4𝑘2𝑇(𝑘𝑙) = 0;  𝐶3𝑘3𝑉(𝑘𝑙) + 𝐶4𝑘3𝑆(𝑘𝑙) = 0. (в) 

 

Приравнивая нулю определитель этих уравнений, получаем следующее 

уравнение частот: 

𝑆2(𝑘𝑙) − 𝑇(𝑘𝑙)𝑉(𝑘𝑙) = 0. (г) 

 

С использованием функций Крылова (28), уравнение (г) приводится к виду: 

 

cos 𝑘𝑙 ∙ cosh 𝑘𝑙 + 1 = 0. (д) 
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Круговые частоты собственных колебаний, согласно (26), определяются 

выражением: 

ω = 𝑘2√
𝐸𝐼

ρ𝐴
. (е) 

Форма упругой линии при колебаниях стойки будет определяться 

уравнением: 

φ𝑛(𝑧) = 𝐶3 [𝑈(𝑘𝑛𝑧) −
𝑆(𝑘𝑛𝑙)

𝑇(𝑘𝑛𝑙)
𝑉(𝑘𝑛𝑧)] , 𝑛 = 1, 2, 3, … (ж) 

Численный расчет 

Пусть вертикальная стойка длиной 𝑙 с прямоугольным поперечным сечением 

𝑏 × ℎ состоит из трех слоев (рис. 3). Левый слой толщиной 𝑏1 – это свинец 

(𝐸1 = 18 ∙ 103 МПа; ρ1 = 11340 
кг

м3); средний слой толщиной 𝑏2 – это сталь 

(𝐸2 = 2 ∙ 105 МПа;  ρ2 = 7800 
кг

м3
); правый слой толщиной 𝑏3 – это стеклопластик 

(𝐸3 = 3,5 ∙ 104 МПа;  ρ3 = 1100 
кг

м3). 

 

 
 

Рис. 3. К примеру 

 

Исходные данные: 

 

𝑙 = 100 см;   ℎ = 1 см;  𝑏1 = 0,25 см;  𝑏2 = 1 см;  𝑏3 = 0,75 см. 

Определяем положение нейтральной линии в соответствии с формулой (19). 

Пусть нейтральная линия располагается в пределах среднего слоя. Обозначим 

расстояние между нейтральной линией и границей среднего и правого слоев через 

𝑧𝑛. Тогда: 

 

𝑆𝑥
(1)

= 𝑏1ℎ (
𝑏1

2
+ 𝑏2 − 𝑧𝑛); 

𝑆𝑥
(2)

= 𝑏2ℎ (
𝑏2

2
− 𝑧𝑛); 

𝑆𝑥
(3)

= 𝑏3ℎ (
𝑏3

2
+ 𝑧𝑛). 

 

Из уравнения 𝐸1𝑆𝑥
(1)

+ 𝐸2𝑆𝑥
(2)

+ 𝐸3𝑆𝑥
(3)

= 0 находим 𝑧𝑛 = 0,645 см. 

Вычисляем моменты инерции слоев стержня относительно нейтральной оси: 

𝑍 

𝑋 

ℎ 

𝑏2 𝑏1 𝑏3 

𝑧𝑛 

𝑙 
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𝐼𝑥
(1)

=
𝑏1ℎ3

12
+ 𝑏1ℎ (

𝑏1

2
+ 𝑏2 − 𝑧𝑛)

2

= 0,0784 см4; 

𝐼𝑥
(2)

=
𝑏2ℎ3

12
+ 𝑏2ℎ (

𝑏2

2
− 𝑧𝑛)

2

= 0,1044 см4; 

𝐼𝑥
(3)

=
𝑏3ℎ3

12
+ 𝑏3ℎ (

𝑏3

2
+ 𝑧𝑛)

2

= 0,8428 см4. 

 

Вычисляем параметры (22): 
 

𝐸𝐼 = 𝐸1𝐼𝑥
(1)

+ 𝐸2𝐼𝑥
(2)

+ 𝐸3𝐼𝑥
(3)

= 5178,147 кН ∙ см2; 

ρ𝐴 = ρ1𝐴1 + ρ2𝐴2 + ρ3𝐴3 = 0,01146 
кг

см
. 

 

Решая уравнение (д), определяем его первые три корня: 
 

𝑘1 = 0,0187 см−1;  𝑘2 = 0,0469 см−1;  𝑘3 = 0,0784 см−1. 

 

Определяем круговые частоты собственных колебаний стойки, согласно (е): 
 

ω1 = 0,23506 сек−1;  ω2 = 1,47857 сек−1;  ω3 = 4,13168 сек−1. 

 

Если вертикальная стойка длиной 𝑙 = 100 см с прямоугольным поперечным 

сечением 1 см × 2 см будет выполнена из стали, то круговые частоты 

собственных колебаний стойки будут равны: 
 

ω1 = 0,13932 сек−1;  ω2 = 0,87635 сек−1;  ω3 = 2,44885 сек−1. 

 

Выводы 
1. При продольных колебаниях многослойного неоднородного упругого 

прямолинейного стержня постоянного сечения и период колебаний, и частота 

собственных колебаний могут как увеличиваться, так и уменьшаться по 

сравнению с колебаниями однородного стержня. 

2. Используя материал и толщину покрытия однородного упругого 

прямолинейного стержня, можно регулировать как период продольных 

колебаний, так и частоту собственных колебаний. 

3. Круговые частоты собственных поперечных колебаний многослойного 

неоднородного упругого прямолинейного стержня постоянного сечения 

существенно зависят и от материала, и от толщины слоев стержня. 

4. Подбирая толщину и материал слоев многослойного неоднородного 

упругого прямолинейного стержня постоянного сечения, можно регулировать его 

круговые частоты собственных поперечных колебаний. 

Заключение 
Полученные в статье результаты могут быть использованы при 

проектировании многослойных неоднородных упругих прямолинейных стержней 

постоянного сечения, испытывающих динамические воздействия, с целью 

регулирования частоты собственных колебаний. 
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_____________________________________________________________________________ 

Longitudinal and transverse vibrations of an inhomogeneous multilayer elastic straight 

rod of constant cross-section (with layers parallel to the longitudinal axis of the rod) are 

considered. The natural frequencies and periods of vibration of an inhomogeneous rod under 

longitudinal and transverse vibrations are determined. The results obtained in the article can be 

used in the design of multilayer inhomogeneous elastic straight rods of constant cross-section, 

subjected to dynamic loads, in order to regulate the frequency of natural vibrations. 
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